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1 Introduction

De nombreux prol@imes découlements diphasiques ou de conception d'instrumentation pour
les écoulements diphasiques reposent sueolution d’'une ou plusieugquations aux &ivees
partielles lireaires. Des difficults particuleres apparaissent souvent lorsqu’il s'agit @saudre
des probdmes inverses frontiere libre ou d’identification non lieaires visa-vis de la @onétrie
du domaine ou des conditions aux limites. Les domainegsdelution degquationsttant par-
fois non simplement connexes ou inconnus et parfois les deugstdution par la rathode des
elements finis peut s'@rer lourde de mise en oeuvre.

De plus, certains de ces prébhes inverses sont mal conditi@set la recherche deatnodes
de ©solution pecises et rapides peut s&xer cecisive. La néthode deléments de frondire
prend avantage du caract lintaire de€quations pouréduire la dimension du praline d’'une
unité au moins. Les paragraphes qui suivent donnent quelques exemples éengotdnconés
enécoulement diphasique qui ogte resolus par ces athodes.

La conception de certains dispositifs de mesure comme les deesigma impadance re-
guierent la ésolution de Equation du potentigdlectrique. L'optimisation et talonnage de ces
dispositifs reposent e@iement sur la possibiitde simuler fidlement leur comportement lors-
gu'ils sont parcourus par gcoulement diphasiqué (Lemonngral.], [1991). Le éveloppement
de techniques de tomographie d'iegance pour &erminer la distribution des phases dans un
volume dong recessite, de plus, désoudre un probme inverse. En effet, selon cette technique
il s'agit d'identifier, c’esta-dire de reconstruire, le milieu qui produit la signatalectrique me-
suee (Lemonnier & Peytraud, 1995).

Ces trois prol#mes @cessitent de pouvoiesoudre efficacement etqmi€ment une ou plu-
sieurséquations de Laplace comport@ventuellement une ou plusieurs framés libres. lequa-
tion de Laplace est aussi un maé pour la conduction de la chaleur et I'optimisation du nombre
et de la forme des canaux de refroidissement d’une aube de turbine est un exemplectagdabl
Laplace invers& geonetrie non simplement connexe (Dulikravitch & Martin, 17994 edliation
de Laplace est encore un madd pour le€coulements potentiels caradtes par des effets d'iner-
tie preponcrants. La description de l'instabéitde Rayleigh-Taylor peut aingtre consiérée et
etudiée comme un probmea frontiere libre pour dewequations de Laplacé (Canot, 1989). La
mocklisation de la cavitation&velopge sur un profil d’aile peut ausstre formuée comme un
probkeme inverse gonetrique pour lequation de Laplacé (Lemonnier & Rawe, 1988).

Dans certains dispositifs e&gmentaux, il faut dterminer le flux de chaleuré&toulant d’un
fluide vers une paroi. Lorsque les mesures directes du flux de chaleur sont impossibles, il faut sou-
vent se satisfaire d'une estimation du flux de chatepartir de mesure de teramture effectées
en plusieurs points de la paroi. Lesoulements diphasiquésant par nature intermittents, il est
alors recessaire deesoudre le proeime inverse de la diffusion de la chaleur (Lagier, 1999).

Lesécoulementa faibles nombres de Reynolds saggis par le€quations de Stokes qui sont
linéaires visa-vis de la vitesse et de la pression. La @ghtion de la dformation d’'une masse
fluide s®€coulant dans un milieu infini sous I'action de la grawt sa sustentatio@edynamique
sur un film d’air recessite lagsolution de deux probimes de Stokes comportégalement une
frontiére libre [Rocchi Tavares, 1992).

Bien d’'autres prolimes [(Buiet al.], 1994) comme la diffusion d’'une onde ultrasonore ou
l'identification de la forme d’un diffuseur par son rayonnement défu®cessitent lagsolution
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de probémes d’Helmholtz direct ou inverse. Légjuations de é&lasticieé linéaire et certains
problemes les au confile non destructif de pces nécaniques @cessitent encore désoudre
des probdmes inverses lgmires ou non.

La liste des prolimes inversessolus ou non par la @thode de&lements de fronéires est
guasi illimitée et on se bornera idi illustrer la mise en oeuvre de laéthode de€léments de
frontiére pour lequation de Laplace, l&quations de Stokes eéfjuation de diffusion de la cha-
leur. Il semble que la pater@itde ces rathodes revienne aux avionneurs qui avas tbs anees
60 cevelopj tres largement les @thodes de singula@$ pour le€coulements potentielthe pa-
nel methodHess & Smith] 1967, Bousquét, 1990).

La popularieé de ces rathodes grandissant de jours en jours, des revues comme Enginee-
ring analysis with boundary elements (Elsevier) ou Inverse problems in engineering (Gordon and
Breach) y sont emérement consaees et de nombreux livres defeérence pesentent enfin clai-
rement ces tthodes. En allant des plus pragmatiqaeseux priviegiant une axiomatique plus
rigoureuse on peut citer par exemple: les ouvrages de Brebbia et de sgpiesl(Brebbia &
Domingueiz| 1989, Brebbiet al.|, 1984), puis celui de Ramachandran (1994) et enfin un livre en
francais de Marc Bonne[ (Bonnét, 1995). Certains de ces livres comporésne ie nombreux
problemes ésolus et des programmes sur support informatique qui permettent unéngrense
en oeuvre en quelques heures.

2 La meéthode deslements de frontere pour I'équation de Laplace

La formulation inégrale d’un prol#me diférentiel lirtaire s’exprime &s simplement dans le
cas de lequation de Laplace. On montre commergaudre un proBme de Dirichlet sur un do-
maine simplement connexe, puis comment les conditions aux limites mixtes sont prises en compte
simplement. Ensuite, on montre commeggaudre plusieurs praishes de Laplace dans des do-
maines embités et on pesente trois exemples d’application.

Dans un milieuélectrique conducteur, les courartshasse fquence sontégis par la loi
d’Ohm,

j =oE, @

ouj estla densé de couranty est la conductivi électrique ek est le chamgglectrique. Le bilan
des chargeslectriques se traduit par,

V.j=0. 2
Le champelectrique érivant du potentieglectriqueV, ce dernier satisfait&quation,
V.(VV)=0. (3)

Lorsque la conductivig est uniforme cettéquation se confond ave@tuation de Laplace.
Dans un densitogtre a impadance, on excite le milieu diphasique en portanin potentiel
détermire destlectrodes affleurant la paroi (condition de Dirichlet). Sur les autres parties du dis-
positif les parois sont isolantes et la de@sle courant normale est nulle (condition de Neumann).
L'objet principal de la simulation du fonctionnement du densitn@ est de calculer le courant tra-
versant le milieu diphasique. Il s’obtient parégtation de la dengtde courant sur lesdectrodes.
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Figure 1: Définition du domaine pour le prodine de Dirichlet

2.1 Probleme de Dirichlet pour I'équation de Laplace 2D

Soit un domaing?, limité par la frontere 0Q2. Soitn la normale exérieure au domaine et
supposons, par souci de simplification que la frrgiadmette en tout point un plan tangent.
Consicrons le prol#me de Dirichlet pour le potenti® et soitVs le potentiel dona sur la
frontiere 0. Pour Esoudre ce probme on introduit une fonction auxiliair€, une fonction
de Green du laplacien, solution deguations suivantes,

V2G = §(x — x') avecG — 0, quandr £ |x — X'| — 0, (4)

ou x’ est la position de la source. L'expression@e’obtient simplement gce au teoeme de
la divergence applicge sur une boulB(r) centée sur I'origine et de rayon En consiérant la
synetrie de évolution du prok#me on a,

G(val) - g(X - X/) - G(r)v (5)

H /
/ V.VGdQ = VG-ndS:{ Losixieq (6)
B(r) OB(r) 0 si xX'¢Q

ce qui donne selon le nombre de dimension de I'espace @asid

M en 2D
G(xx) =4 29 (7)

— en3D

Ay
La fonction de Green permet d’obtenir la formulatiorégitale du prokiime de Dirichlet par ap-
plication de la formule de Green au potentiel rechérsh eta la fonction de Greenélinie a
I'équatiorf4. Compte tenu de léfihition deG on a,

2 2 _ n9G & AV [ V(X) si xeQ
/Q(vv G- GVAV)d0 _/aQV(x)—n s - [ e dS’_{ o G xia
(8)

Cetteéquation montre que le potentiel en tout poinéndur au domaine neégend que de
la valeur de deux fonctions sur la fromte. La é&termination comg@te de la fonction harmonique
y est contenue. Celaéthontre que les valeurs de la fonctiarfintérieur du domaine sont non
essentielles. Lorsque la valeur deet 9V /On sont connues sur le contouetuatior[ B permet de
recalculer toutes les valeurs Wedans le domaing.

Lorsque le poinix se situe exactement sur la frare du domaine, on obtient une expression
legerement diferente compte tenu que la préme inegrale de surface, le potentiel de double
couche, est discontinue au passage de la fomtiUne émonstration peut eétre obtenue en
consicerant le domaineé&trita la figure[R @ 2 a éte ampué d’'une demie boule de rayeret de
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Figure 2 : Définition du domaine auxiliaire pour ls&edhonstration de &quatior I3

centrex. L' équationB appligée en un poink qui est maintenant e&tieur au nouveau domaine
donne,

0= (VV2G — GVV) dY = / V(x’)a—G ds — G(x,x’)a—v ds
QB 20-L. on 20-Le on
+/ V(x’)a—G ds — / G(x,x’)a—v ds,
S on S on
ou L. est la fraction dé&2 appartenana B, etS est la frontére de la demi boulB, intérieure au
domainef2. On reconnt immédiatement que si l'igrale existe alors,

. )2 o2 ) as = [ (w662 - a2
lg% oL (V(X)an G(x,x)an ds = o V(x)(9n G(X’X)an dsS x € 9Q. (9)

De plus, en 2D, si on congside I'expression de la fonction de Gre€h (7) on a,

. _ ’
lim V(X’)% dS = lim V(X’)/ —16 do = Vix ) (10)
e—0Jg on e—0 S £Te 2

On notera que la@monstration en 3D est identique. Enfin si la déndd courant, est faiblement
singuliere, il existeK et« réels tels que,

i(e)] <Ke ™ a<l, (11)

ce qui conduit BcessairemeritI'élimination de la der@ire inégrale car,

—a l1-«
'/ deS" </ Ke Ineedd = Ke Ine. (12)
S S 27 2

On obtient alors la relation iagrale entre potentiel et flux quésout le prol#me de Dirichlet,

. 0G NV o V(X)
/BQV(X)%dS'— BQG(X,X)%dS— > (13)

Cette relation fournit la relation explicite entre la distribution de potentiel sur le contour,
I’ excitation électrique dans le cas du densit@&ine a impedance et la densitde courant, le
signal que I'on cherché mesurer. C’est &s pécigment ce que I'on cherche calculer dans
notre probéme. De ndme, dans un probine de conduction, cetéquation lie directement la
temgerature de paroi auflux de chaleur On cherche enéyéral a determiner I'un connaissant
I'autre et I'equatiof I3 en repsente la solution sous forme implicite.
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Figure 3: Discrétisation du domainéVi; est le point de collocatior®; est la prengre extemite du Fme glement. Le
contour est orie@ positivement dans le sens trigonemique direct. La nui@rotation des points suégalement ce sens.

Pour un prolme de Dirichlet, le potentiel est connu sur la surface et onéiudre equation
intégrale suivante en le gradient normal du potentiel,
0G Vs(x')

/ G(xX)j(x)dS = [ Vg(X')—==dS — , X € 09, (14)
o9 o9 on 2

ou le second membre est connu. Céttiation dd-redholm de prengire esgcepeutétre €solue
numériqguement par une @thode de collocation ags discetisation. C'est I'essenceé@me de la
méthode deg&léments de frondire.

La méthode de &solution de[(13) la plus simple et la plus populaire consistecouper la
frontiere enélements liaires pour un probme bidimensionnel ou en facettes plaaesontour
polygonal pour des probies 3D. Pour les pralnes 3D axisyretriques, on peut raisonner sur
une neridienne. Par simplic, illustrons la mise en oeuvre de l&thode sur un probme bidi-
mensionnel.

En choisissant deslements constants, c’'eatdire, en supposant que sur chagiement, le
potentiel et sa @rivee normale sont uniformes, on obtient la version éiigre de |equatior 13,

: Pt
S S =Ty

j Pi

Pir1 }
G(M;,M")dV’ & . (15)

En simplifiant les notations,&quation inégrale disaetisee (Ih) relie lidairement les valeurs
discetes du potentiel aux valeurs distes de la dengtde courant par

1
évi = H;V; + GjjJ;, (16)
ou,
oV
Vi=V(M) et J=_"(M), 17)
n
et les coefficients d'influencg etH sont cefinis par,
A Pit1
Gijj :/ G(M;,P) dP, (18)
P
=)

j+1
VpG(M;,P) - nj dP. (19)

Hij = /
P.

I



834 Application de la i@thode de&lements de frongre, H. Lemonnier, 1996

?(‘M

Figure 4 : Définition de la base locale deelement. La tangentsa I'€lément est orieie par la nur@rotation des points.
La normale est @duite de la tangente par rotation €& /2. La normaleétant exérieure au domaine, la nu@rotation
des points éfinit le domaine deéasolution.

On trouvera une descriptiorethillee de la mise en oeuvre des techniques de calcul des co-
efficients d’'influence pour &quation de Laplace dans les trois ouvragessoén ébut de para-
graphe. L'accent est méggalement dans ces ouvrages sur les éfsations d’ordre pluéleve de
I’ équatio I3 a I'intégration doit Bcessairemertditre execue nuneériquement.

Cependant pour nombre de calculs pratiques, la &lisation la plu€lementaire suffit et il
ne faut pas agliger I'existence d'irégration analytiques totales ou partielle des coefficients d'in-
fluence. En particulier, en 3D, Hess & Smith (1967) et Ramachandran (1994) rappellent I'existence
de ces solutions et les premiers auteurs proposent de plus@thede de calcul de coefficients
3D axisynetriques de picision contblée. Outre I'anglioration de la pecision, ces expressions
simplifient le calcul des iggrales singudires { = j). De plus, I'effort de calcul est @btg. Pour
un probeme plan, les coefficients et H, s’obtient simplement dans la base locale @€efent
(figure[4), centee sur le milieu de &lement,M;, et dont les vecteurs de base sont dagines res-
pectivementit etn. En notant que Element est de longuewdret que dans la base dé€lEment
Aj, le point de collocatioMj a pour coordonges,

X = —Mjl\/li -1,
y = MjMj-n. (20)
On a alors simplement, en notant,
d d
—Xx— — et = -, 21
Xp=X—5 et Xp=xX+ (21)
1 2 2 _1X1 _1 X2 .
Gj = = xlln(x1+y2) — X2 In(X5 +¥?) + 2y ( tan v tan v +2d| pouri # ],
Tr
(22)
G--—i dl OI—2—2d (23)
=4 |7 ‘
Le calcul deH s’effectue aussi simplement et donne,
Hij = 1 tan—1 X tan~1 X2 (24)
"7 or y y |

On remarque qu’on ne peut pasaluerH sur la droite qui supportedlementA;. Cette si-
tuation arrive fequemment lorsque la froetie comporte une partie rectiligne. On peut pallier ce
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Figure 5: Domaine de éfinition du probéme mixte.

défaut en regroupant les deux arctangente$ de (24),

1 X1 — X
Hij = - tan™? y(xa 22)7 (25)
21 X1X2 + Y
ou I'on évalue I'arctangente en tenant compte des signes respectifs @uatear et du@nominateur.
La nouvelle expression n'est singefle que sur les eXmite desélements. Cet incordnient est
également grsent pour le calcul des coefficients tridimensionnels @gar exemple par Hess &

Smith (1967).

2.2 Probleme mixte pour I'équation de Laplace 2D

Consicerons un proliime mixte de Laplac& resoudre sur le domainé@ckit sclematiquement
a la figure[p. La fronéire du domainés2 forme une partitiord2y U 02p ou, sur chaque partie,
sont impoges respectivement soit une condition de Neumann soit une condition de Dirichlet. Le
probleme se pose selon les termes suivants,

V&V =0 x€eQ,
V = Vg X € Qp,
8—\/—' xe N .

On peut ésoudre ce probme avec la iame néthode que le probme de Dirichlet de la
section[Z]L. La formulation est identig@ecelle qui conduig I'équation[I3. La disétisation
de cetteéquation conduit comme @edemmen® un probéme analogué I'eéquation[16. En
introduisant les notations analogueselles de Brebbia & Dominguez (1989), on péatire la
relation entre les valeurs des flux et celles de la fonction aux &ngidu domaine.

GjJ = Hi/jVj, (27)
ou on a cfini,
1
Hij = Hij — 53 (28)

Sachant que sur chaque partie de la fematiune des deux valeurs seulement est connue, on
peut, par une nuérotation appropée de€lements, &crire (2f) comme,

(& e ) (w)-Ciz ) () @)
Gnp G IN HII\ID H/NN VN /O

En regroupant les inconnues et les deesdans des vecteugpaes on obtient la formulation
disciétiste du prok®me mixte,

(2 ) () ®)(L)  w
Gnp  —H\n VN H\o —GnnN N/

La seule diference avec le probine de Dirichlet&side dans Echange dudle des inconnues
et des don@es pour le partie de la froetie a1 sont impoges les conditions de Neumann.
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Figure 6 : ProbEme de Laplace avec un ilgance d'interface.

V(x)
I l, —
TTFIATIT77T
v n VS (2)

Figure 7 : Modélisation macroscopique de l'iredance d’interface.

2.3 Modelisation des impgedances d'interface

La manifestation principale de l'ing@lance d’interfaceéside dans le fait que le potentiel
impog effectivement au milie¥ (x) est different du potentiel pogtpar leslectrodesd/s(x). Ce
phénonene, localié au voisinage imidiat de I'interface entreélectrode et le milieu gsulte de
la dynamique deséactions de transfert de charge entre Etahdestlectrodes et les ions de la
solution. On peut magliser cet effet macroscopiquement par uneéaogmce ligaire. Pour I'uni¢
d’aire d’interface on aura,

Vs—V =12, (31)

ou Z est I'impédance d’interface dtle courant traversant l'urétd’aire deélectrode. Ce courant
s’exprime en fonction du gradient normal du potentiel par,

| =0S— 32
ou o est la conductivé électrique du milieu e, l'aire de la portion délectrode consieée.
On constate exgxrimentalement que l'inidance d’interface est de type paghdl et est donc une
fonction cecroissante de la surface déléctrode. Ainsi on a,

ZS= cste=Z/, (33)

ou I'impédance surfacique est constante eté&gethd essentiellement que de kdjuence du cou-
rant d’excitation. La condition aux limites, pour toute partie de la fémetportant deélectrodes
est donc,

oV
Vg(X) =V =02/ — 34
s(X) 0Z - (34)
ou n est la normale egrieure au domaine. C'est une condition mixte qu'il est simple de prendre
en compte par la Bthode deg€lements de frondéire. En effet, eeliminantV dans la formulation

intégrale [IB) en utilisant la conditiof {34) et en d&tsant comme @demment, on obtient,

GijJj = Hj (Vs — 0;Z'j3)). (35)
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Figure 8: Définition des domaines dans le cas d’'un peoi non simplement connexe.

A

Ce probéme lirtaire a le r@me dege de difficule que les greadents. Il scrit,
GijJ = HijVsj, (36)
ou I'on a simplement,

G = G| +oZH]
j i EE (37)
{ Hi = Hj.

Il est remarquable de noter que cette technique se transpose directement aux conditions de flux
convectif pour un prot@me de conduction. Ces dezres sécrivent,

Q= h(T - Tamb) (38)

ou Tamp est la temprature du fluide de refroidissemefitest la temprature de surface étest
le coefficient déchange thermique. Sachant que le flux condudifrit d'apes le loi de Fourier
comme,

oT
k%,

ou k est la conductivé thermique. On obtient la condition mixte pour les péobés de thermique
analoguea la condition d’'img@dance d’interface,

¢=- (39)

hoT

T= Tamb(x> - E% (40)

2.4 Problemes sur des domaines non simplement connexes

Pour la simplicieé de I'expog, on se limitera au traitement d’'un préble comprenant un
ensemble de domainé, inclus dans un domain®; les englobant comptement. De plus on
ne traitera que le probine de Dirichlet, toutes les variantesja expoges pouvant simplement
et directement se transposece probkme. En notant bien que la normalehaque domaine est
toujours oriente vers I'exérieur du domaine congie, I'application des relations iagjrales[(8)
et (I3)a chaque domaine donne,

Vi Xxe
/ vla—G — G% dS=1< 3Vi x €00 U (41)
o0,u00, O om 0 xé¢iy
Vo xe
/ vza—G — G% dS=< 3V, xe€ 0 (42)
o0, Ong Om 0 x¢0,
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On peuteliminer le potentiel des probines inérieurs si on utilise les conditions de contitguit
du potentiel et de la denéitde courant aux interface8(¢,) et en tenant compte de la condition
aux limites de Dirichlet sub(,. Elles senoncent,

V = Vs X € 0N (43)
Vi =V,
oVy Ny X € 0 (44)

152220
018n1+026n2

En effectuant la combinaison Baire de€quations[(41) multipiie paro, et (42) multipliee
paroo, on obtient,

1
5V X € 00
oG 8V1> ( 02> / oG 2V1 1
Vi— —-G—)dS+ (1-—= Vi—dS=<¢ 1 o
/891 < 18n1 on o1/ Joo, 18n1 > (1+ U_i> Vi xe o
(45)

Cetteéquation inégrale pesente le rame niveau de difficudt qu’'un prob&éme de Dirichlet
sur le domaine;. On remarque d’ailleurs que si les inclusions sont isolanfes, (45) s’identifie
directement avec le prane de Dirichlet[(14).

2.5 Optimisation d’'un capteur densitonmétrique capacitif

Un capteur impedance doit mesurer le taux de&epence de phases moyeérdans la section.
Il consiste principalement en unerge délectrodes entourant la conduité la mesure doiétre ef-
fectuee. Un capteur deggetrie quelconque comme cellgctita la figure P esa la fois sensible
au taux de vide et sa distribution. Le taux de vide surfacique efird par,

=4 (46)
ou « est le taux de videAg est 'aire de la section droite de la conduite ocegipar le gaz eA
est I'aire de la section droite de la conduite. Lathode inkgrale aux fronéres peuétre utilie
pour simuler le fonctionnement d’'un capteur de taux de vide.dcpsmtions irkgrales peuvent
étre €solues par @veloppement sur une base de fonctions comme danétlaose d¢ Seager &
Bates (1985) ou bierésolues par la Bthode de€léments de frondire. |l ne faut paségliger
que la tleorie des fonction complexes fournit des solutions analytiquaerpour des probimes
mixtes non triviaux[(Peytraud, 1995, Lemonnggm@l.|, L991).

L'optimisation de la @onetrie du capteur a pour objectif final de minimiser la senséii¢
la mesure d'impdancex la distribution des phases par un choix app@pri

— de I'épaisseur de la chemig®ignant lelectrodes de la paroi iatieure du tube,
— de la taille de€lectrode d’excitation et dectkection f1,

— de la fractionm, de I'électrode de mesure utiéie pour la étection (le reste servant de
garde).

La figure[ID montre que le signal induit par l&pence d’'une inclusiorépendenornément de
sa position si leglectrodes sont choisies arbitrairement et le chemisage est inexistant. En revanche,
lorsque le chemisage p@ste uneepaisseur d’environ un rayon de conduite et queelestrodes
ont une taille appropeie, la sensibilé de I'appareib une inclusion est peu pes incependante de
la position.
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Figure 9: Sckema d’'une sonde capacitive comportant une chemisagecttique inérieur de rayorb. L' échelle de
longueur est le rayon de la conduite (cerclérigur).3 est la fraction angulaire defllectrode utili€e pour la mesure.
Le reste sert de garde. La position de I'inclusion &tedmiree par < 1 etg.
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Figure 10 : Réponse de la sonde pleine de liquide= 2,25,0; = 67,5°) & la psence d'une inclusion de gaz=£ 1)
de rayon 0,1 (taux de vide 1%) en fonction de sa position angulaire dans la sonde. A gaudh8, a droiter = 0,5,
en haut pas de chemisade~= 1, en bas chemisage £ 4) presenth = 1,4.

Une autre rathode peuétre utilie pour s'assurer que laatihode de la particule test donne
un optimum raisonnable pour des valeurs de taux de vide significativesaethst; dans le cas
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Figure 11: lllustration de la configuration de calcul permettaitlide statistique des effets de distribution.

d’'un grand nombre d’inclusions. Dans ce dernier cas on simulkepanse de la sonde pour plu-
sieurs, typiquement ici 200, distributions des phases @mentaux de vide mais départition
différente (figur¢ 11).

Pour chaque valeur du taux de vide, on effectue une statistique sommaiesulésts : moyenne
etécart type. La figurE12 montre nettement que pour des conditions anatogeléss de la figure
[0, la dispersion statistique des éifénts signaux peétre minimale pour certaines configuration
d’électrodes et &paisseur de chemisageeitictrique. L'avantage sugghentaire de cette tech-
nigue d'optimisation est de fournir une estimation de I'incertitude de mesure, directe@eznidi
dispersion desasultats dus aux effets de distribution.

Averaged Signal Averaged Signal
A A
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Figure 12 : Réponse du captearla distribution de taux de vide (chemisabes 1,4, ¢ = 4). Les croix repgsentent la
moyenne statistique et les triangles sd@paées de Zcarts types et donnent une indication de la dispersion statistique.
(a) petiteselectrodes de mesuréy = 15°, 3 = 1, (b) optimum obtenuém = 82,5° et 3 = 10/12. En trait plein
I'approximation de Bruggeman-Haitgidimensionnelle.

2.6 Un probleme inverse : la tomographie d'impgedance

Le probEme de la reconstruction tomographique est un groblinverse qui se formuke
partir du probéme direct de la conductid@ectrique dans un milieu non hone (2). En raison
de la loi d’Ohm et de la conservation du courant, le poterdiettrique satisfait le probime de
Dirichlet suivant,
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Figure 13: Exemples de reconstructions tomographiques. Inclusioegonstruire : hachures obliques, inclusions de
départ pour la reconstruction : hachures verticales, milieu reconstruit : ligne continue. Les cerdssntgmt le colo-
garithme de la norme de la diffence entre les doaas et laéponsetlectrique du milieu. Les triangles r&sentent le
cologarithme de la norme des corrections des patees du milieu. 1&lectrodes d’excitation, A gauche reconstruc-
tion avec un bruit relatif de 5.10° sur les don@es. A droite reconstruction d'un lieu contenant 10 inclusions avec 15
inclusions au @marrage.
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Figure 14 : Reconstructioné&ussie de doréres bruiéesa gauche et reconstruction incorrecte de dmicalesa
droite. La fonction objectif atteint le @me seuil agrs convergence dans les deux cas. Aucugreribbjectif ne permet

ici de discriminer les deux situations ni détdrminer la plus vraisemblable. Pour la signification des symboles voir le
Iégende de la figure1l3.

V.(cVV) =0 x€Q, etV =Vg, x € 09, 47)

ou Vs est le potentiel excitant le milieu. Lésolution de ce probme aux limites fournit la densit
de couranj qui ne cepend que de la distribution de conducévitu milieu. SoitA, I'opérateur
linéaire permettant de calculer la deasite courant la frontere Esultant de I'application du
potentielVs,

Alo) @ Vg— ] (48)

L'opérateurA caracérise enerement le comportemeatectrique du milieu et le probine de
la tomographieelectrique consiste simplemeitieterminers connaissani (o).

Peytraud[(1995) conclut de I'analyse des travaux existants que le mauvais conditionnement du
probleme direct mis evidence par de nombreusasides nureriques et analytiques impose de
contraindre la solution et d’exploiter I'ensemble des informations disponibles: en particulier, les
écoulements diphasiques isothermes ont des @@pkglectriques uniformes par morceau. Ces



16434 Application de la &thode deg&léments de frontire, H. Lemonnier, 1996

constatations conduisent naturellemarsctematiser le milieu par un ensemble d’inclusions cir-
culaires plonges dans un milieu continu.

Dans le cadre de ces contraintes, le potentiel est harmonique dans les inclusions et dans le mi-
lieu continu qui les englobe. Le prashe direct a donc naturellemesté résolu par une &thode
d’éléments de frondire.

Le probEme inverse expri;icomme un prokime d’optimisation non ligaire recessite le cal-
cul de la sensibilé de la Eponsetlectrique aux variations du domaine. Lemonnier & Peyiraud
(2996) ont mont& en utilisant une technique de perturbatiéguliere que ces sensibiis sont
solutions d'un prol#me aux limites po&slant les rames caraéristiques que le probime direct.
Les sensibiliés sont donc implicitement contenues dans la solution dug@mubtlirect. Ainsi est-il
inutile de les estimer par défences finies ce qui auraiécessit de Esoudre autant de pravhes
directs voisins du probme initial qu’il y a de paragtres pour écrire le milieu.

Des exg@riences num@riques ont moné que I'algorithme mis au point pouvait reconstituer des
donrées bruigées de facon satisfaisante ainsi que des situations comportant un nombre d’inclusions
proche du maximum #orique. Quelques exemples sont desiaux figure§ 13 €f1l4. La conver-
gence des #@rations et en particulier la grande sensibililes esultats aux conditions initiales a
été resolue ené&gularisant I'ograteur d'ieration de fagcon adaptative par unscdmposition en
valeurs singubres. Ce point est mentio@aparLemonnier & Peytraud (1998).

2.7 Analyse de la stabilié d'une interface

Canct [1989) a trait deux prok®mes découlemend surface libre par la @thode degléments
de frontere. La pren@re application est la métisation de la formation et dedchappement d’une
bulle a la sortie d’'un orifice circulaire plogsous une lame d'eauépaisseur dorge. Canot
montre que ce probme instationnaire peétre €solu par une &thode d’avancement en temps
ou, a chaque pas de temps, le potentiel des vitesses satisfait uempeode Dirichlet. Les bilans
aux interfaces fournisseatchaque pas de temps le&spthcements de I'interface et les valeurs du
potentiel sur la fronére pour le pas de temps suivant.

Ce probkme aux limites est axisy@trique et le calcul des coefficients d'influence est effectu
selon la proédure @crite par Hess & Smith (1967). L&tements consiglés sont des troncs de
cones et I'inégration azimutale peutre execuge analytiquement tandis que l'agration selon
la méridienne est édcuke nunériquement.

Une inggration de Gauss suffit ereigeral mais un @veloppement estacessaire pour cal-
culer le termes d’autoinfluencg. Hess & Sinith (1967) proposent pour certains noyaux particu-
liers de l'équation de Laplace une péxure que I'on peut adapter pour toutes égmiations
intégrales @solues sur desegnetries axisyratriques. Il faut noter que certains auteurs comme
Brebbia & Dominguégz[(1989) du Bonhét (1995) recommandendptigs formules de quadrature
numériques spcialies pour des idgrales faiblement singelies.

L'exemple suivant illustre la technique déwkloppement dg Hess & Smiith (1967). Soitz
les coordon@es du point de collocation sur leénidienne du contour et etZ les coordonaes du
point courant sur Blement. Les coefficients d’influence dédjuation de Laplace, ags inegration
selon la direction azimutale&crivent,

Si+1 4r'K (k)
5 \/(z—z’)2+(r+r’)2

—4nGj = ds (49)
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ou s est I'abscisse curviligne le long de laéndienne K est l'integrale elliptique comgte de
premere espce ek est son module dont la valeur est,
4rr’
(z—2Z)2+ (r+1/)2
Lors du calcul de l'autoinfluence & j), le modulek tend vers 1 et I'inkgrande n’est plus

borré. Sur un segment doamle la n&ridienne dont le point de collocation est le centre et de pente
esta, on a,

k? =

(50)

r=r'+ssina

z=7 +scosa (51)

En substituant ces expressions dans &fdions des coefficient§ (49) €t {50), on fait apjiea
un petit pararatreu défini par,

us

7))

(52)

ou s est I'abscisse curviligne dont I'origine est péscau centre dediément. Toutes les expres-
sions k, K se ceveloppent en fonction de ce petit paktne. On obtient en fin de compte,

— T‘-W = 2I’ <§USIDOZ+ 1_6u +O(u )
u 1 . 1.1 .5 .5 3
+ln(8)( 1 ZUblna+(—16+ g sin a)u® + O(u ))) (53)

Au centre de lementu tend vers 0, I'inégrande n’est donc pas bétria singularié n’étant
gue logarithmique, elle egvidemment irégrable et on obtient,

—4nGj = 2r <2V + (% — % sin a)v® + O(V°)

\Y 1 1 . 2
+ln(§)(—2v+ (Zl + 135 )V + O(V5)> (54)
ou le parangtrev se ceduit de la longueur dedléementd par,
d
2 =
v= o (55)

La précision nungrique du esultat @pend de I'ordre de troncature désvdloppements. Ainsi
Hess & Smith [1967), limitant leursédeloppementa trois termes, ne peuvent pas assurer une
précision suffisante sur les parties des domaines proches de lax@'est pas Bcessairement
tres petit devant 1. Les trois premiers termeg[de (53) peuvent s’obtenir sans trop de risque d’erreur
mais la synétrie de l'intervalle d’inégration mecessitant deux termes supplentairesx chaque
nouveau terme dang{54), il est fortement recomraatidtiliser un outil de calcul formel.

La figure[Ib donne un exemple de simulation de la formation d’'une bulle sur un orifice cir-
culaire. Le calcul permet deéterminer la griode de bullage, &ermirée par le pincement de
l'interface, ainsi que le voluma I'instant du @tachement.

La figure[IB, donne un exemple de simulation de l'instabdié Rayleigh-Taylor, d'aps[C3-
not (1989) par une technique analogueelle utili€e pour la simulation du bullage. On remarque
gue des formes s €alistes d'interface peuvedtre decrites. On imagine difficilement I'utilisa-
tion d’une nethode déléments finis pouré&krire ce prol#me dont I'interface a pour vocation de
s’enrouler in@finiment. Le fait de n'avoir qu’une seule interfageraiter permet dans chacun de
ces deux cas de mettre en oeuvre un remaillé&gogique de l'interface afin de suivre &i@ment
I étirement de l'interface.



18[32

Application de la &thode deg&léments de frontire, H. Lemonnier, 1996

Figure 16: Instabilitt de Rayleigh Taylor axisyatrique simutée par la rethode de€lements de frondire, d’apés

Canat [1989). Btail du maillage.
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3 La méthode des singulariés pour lesecoulements potentiels

3.1 Equation integrale pour la vitesse

L'approche pesenge jusqua pesent est repisentative des formulations directes d'urignode
deséquations irigrales. Elle est caraistiqgue des proBmesélectromagétiques. La formula-
tion indirecte, une fois disétiste, produitegalement un sysine lireaire. Elle s’appuie sur la
possibilie d'adjoindre, lorsque ce dernier est non essentiel, un @nabdinérieur auxiliaireV; au
probleme exérieurVe que I'on cherche&l resoudre. En combinant les ideast(B) et [I3kcrites
d’une part pour le domaine iatieur et d’autre part pour le domaine &sxéur on obtient,

Vi(x) XeN
0G oVi oV
e—CI Al dS= li 1|
/ag(v Ve) an S— /E)QG ( an 8n) S 5V (x\)/e+(X§V( ) i;g@ (56)

ou les indices et e se rapportent respectivement au domainériatr §2) eta son extrieur et

oun est la normale egrieurea (2). La combinaison approg@e d’'un probdme inérieur et d'un
probleme exérieur est une techniquépandue qui permet, en outre, par application de condi-
tionsah hocsurof2 , d’eliminer le probéme inérieur quand il ne participe pas explicitement au
probeme physique. C’est un avantage indiscutable dethades degquations iréegrales dont

on profite lors du calcul de la distribution de potentiel d’'un milieu contenant des inclusions. Dans
d’autres cas, le probie exérieur nous est totalement indifient, on peut alors le choisir de fagon

a simplifier la formulation, c’'esk-dire faire dispafitre une des deux iagrales dans &quation

(B8) ce qui permet d’amenuiser 'effort n@mque. En choisissant par exemple un chamgresdir

ou auxiliaire tel que,

Ve =V, (57)

on obtient une formulation typiqguement utéis pour la solution de certains prébies hydrody-
namiques,

Go(x)dS= V(x), x€ Q (58)
o0

ou ¢ est la fonction inconnue, une distribution de simple couche ainsi remypar analogie au
potentielélectrique engenérpar une distribution de charge surfacique. &sotution du protdime
de Dirichlet et le calcul du champ #tieur ne sont alors obtenus qu’avec une séubduation
d’intégrale. D’autres critres peuvent prégera la cetermination implicite du champ iatieur.

Il peuventétre d’origine nurdrique et viser, par exempla,minimiser I'erreur de troncature du
sclema nungrique (Hunt & Sempl€, 1980). Cette formulation est empéogour la &solution de
certains prol#mes inverses deé&uoanique des fluideg¢oulement avec cavitation).

Lesécoulements potentiels autour d’obstacles donnent souveri ties prol#mes de Neu-
mann, car c'est le plus souvent la composante de la vitesse noanfalgui est impoée. En
prenant le gradient de@guation 56, on montre que le champ de vitegsest engendr par une
distribution de sources,

/ o(X')VGdS=v(x), x € Q,x ¢ 0 (59)
o9

L’ écriture de la condition aux limites de Neumann permet d’obtegquation de Fredholm
de seconde esge dont est&duite la distribution de sources. Compte tenu de la discoréiaigit
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l'intégrale au passage de la framg 02 , on obtient une formulation qui s’apparente en deux
dimensionsa celle obtenue par latlrie des fonctions analytiques :

}o—(x) - n./ o(X')VGdS = v(x).n(x), x € 99 (60)
2 o9

Lemonnier & Rowe [(1988) ont utilesune formulation iréigrale transposabke des calculs
d’hélice (tridimensionnels) ou @toulement axial autour d’'objetsgzentant une syetrie de
révolution. La néthode retenue est ligssur la formulation indirectg (56)ide probEme auxiliaire
reste non dfini. Le champ de vitesse est alors engénghir une distribution de simple couche et
une distribution de double couche. En utilisaggtivalence, des doublets normaux potentiels et
des vortex potentiels (perpendiculaires au plan ou en anneau ou boucle petouésments axi-
symeétrigues), on montre que le champ de vitesse est enggradrune distribution de sources,
et de vortex;y. L'analogie avec Blectromagatisme est frappante,

V(X) = Voo +/ o(X)VGdS + [ ky(X) x VGdS (61)
o0 i)
ou le vecteuk unitaire est soit normal au plan détoulement bidimensionnel soit dieigelon la
direction azimutale dans le cas axisytmique. L'avantage de ces deux types de distributions parti-
culieres est de jouer desles analogues via-vis des conditions de vitesse normales et de vitesse
tangentielles (pression). Dans chaque cas on abautiteéquation de Fredholm de deérie
espece pour la&partition de singularit correspondante.

Il convient de rappeler que ces distributions ne sont pas uniques car elles correspomaent
probleme auxiliaire arbitraire. Elles sont en revanéheivalentes ma#imatiquement, c’esi-dire
gu’elles engendrent toujours leeme champ de vitesse dans le domaine principal. Ce n’est plus
le cas lorsque leéquations sont disetisees. Des exemples simples (figlir¢ 17) montrent que la
distribution de pressiom maillage doné, est sensible au choix de la distribution de tourbillpns
et qu’en particulier certaines sont meilleures que d’autres. En particulier, 'une des meilleures est
la distribution uniforme de tourbillons soX? (figure[IB). La valeur de la constante est obtenue en
ajoutant aux équations de collocation la condition de Joukowski exprimant le non contournement
du bord de fuite du profil. Cette condition ferme le &yst et permet de calculer la portance.

3.2 Minimisation des erreurs nuneriques

Une analyse du comportement local deggmales[[§1) montre que l'influence indgliate des
distributions de singulagts en un point du profil, sur ugElement d’arc de longueut, s’exprime
par,

Vs(X) = —4do’(X)t + (277 + %) a(x)n )
vi(X) = (277 + F\’Z((i)) Y(X)t + 4dy' (x)t

ou R est le rayon de courbure de I'arc, larivation s’effectue selon I'abscisse curviligne et les
indicess ett se rapportent respectivement aux sources (resp. tourbillonsycttista la premére
(resp. deux@me) inégrale de Equatiorf6l1. l&quatiorf 62 montre que les sources engendrent prin-
cipalement en champ de vitesse noradlelément alors que les tourbillons le font dans le plan
tangent. Il y a cependant un effet proportionadd variation des singula@és qui se manifeste dans

la direction orthogonal@ la direction principale. Les termes du premier ordrel eapiesentent

en fait la partie principale de I'erreur de digtisation. Laminimisationde ces termes permet de
fermer le probdme de lécoulement sans cavitation et fournit la distribution de tourbillons qui
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Figure 17 : Comparaison du coefficient de pression caaur un profil fin (2,5% d&paisseur relative) par lagthode
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Figure 18 : Comparaison du coefficient de pression caaur un profil fin (2,5% d&paisseur relative) par lagthode
intégrale,®, et une solution analytique obtenue par transformation conforme (trait continu). A droite, tourbillon
constant, c'esh dire le moéle le plus épandu et gauche tourbillon calc@lpar la nethode de minimisatiorC;

est le coefficient de portance caleylar cette rathode est obterd 1% pes.

assurea priori la meilleure pécision (figurdg 18).

La mise en oeuvre pratique est simple et paecen deux temps. Des péotires de maillage
ont éte developgees pour minimiser I'erreur d’origineégnétrique qui est d'ailleurs proportion-
nelle a I'angle que font dewélements successifs entre eux (Lemonnier, 1984). Puis dans un
deuxeme temps, il s’agit de minimiser le produit du gradient des singéfapar la taille de
I élement soit, au premier ordre, les éifénces entre les valeurs successives des singgldtiin
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Figure 19 : Evolution de la cavitation sur un profil plan parabolique de 10&pdisseur relative, pour des incidences
croissantes: 1, 2 e’3A gauche, formes des pochasgroite profils de pression en fonction de I'abscisse curviligne,
le long du profil dans le sens trigonéfrique direct.

elementa I'autre. On @finit un vecteur erreug,

E£ (02— 01,03— 02, ,0n—0n_1,72 — V1,73 — V2> ** sIn — Tn-1) (63)

qui s’exprime lireairement par rapport aux inconnues déses du prol@ime, les 2 valeurs des
sources; , et des tourbillonsy; , regrougees dans un vectexrTous les prolidmes ainsi disétises
sont de simples probimes de minimisation sous contraintes que l&sout simplement p&timination.

Ax =1L
E = Hx, ||E|| minimum (64)

3.3 Ecoulements potentiels avec cavitation

La méthode retenue permet despudre une grande diveiside probdmes inverses comme par
exemple celui de la&termination de la forme des poches de cavitation. Les poches de cavitation
sont considrees comme des zonaspression constante inconnue. On se donne, une estimation
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initiale de la forme de la poche et en particulier un point éeadhement et un point de recol-
lement sur le profil. Legquations de collocation utibes sont des conditions d’impezabilite

sur la partie mouite du profil (vitesse normale) et des conditions de pression (vitesse tangente)
sur la partie cavitante. Tant que le preivie n’a pas convegg la cavié est une ligné pression
constante mais pas encore une ligne de courant. Une cond#@@ssaire pour gu’il en soit ainsi

est la nullieé du cebita travers cette surface. Cette condition, qui s’exprimegdirement vis-vis

des valeurs disétes des inconnues est ajpeitaux conditions de collocationa&ta condition de
Joukowski. Le€quations de minimisation ferment le preirie.

A lissue d'une ieration de ce calcul, on obtient la ligne de courant qui part du point de
déetachement et quigtessairement se referme au point de recollement par une singgeaiton
du champ de vitesse. La nouvelle forme sertouveau d’estimation juscace qu’'elle devienne
effectivement une ligne de courampression constante. Il faut entre 5 et Edations pour obtenir
une solution stable. Un exemple de calcul bidimensionnel avec une ou plusieurs poches de cavita-
tion est pesent a la figure[ID. Les plateaux visibles sur les profils de pression correspondent aux
cavites (Lemonnier, 1984).

La robustesse de I'algorithme pern@galement de calculer désoulements axisyétriques
verticaux ai la gravig est significative. On montre alofs (Lemonnier & Roive, 1988) que la condi-
tion de pression devient d’autant plus norehiire que les vitesses sont faibles ce qui n‘ecie
pas I'algorithme de converger, les conditions nomdiimes se &rifiant progressivement au cours
des ierations. Une validation par des d@as exprimentales obtenues sur un prototype a néontr
la qualie du moele.

4 La méthode desléments de frontiere pour I'équation de Stokes

4.1 Equation intégrale pour le champ de vitesse

Lesécoulementa faible nombre de Reynolds s@galement écrits par deéquations ligaires.
Les champs de vitesse et de pression satisfont les bilans locaux de masse et de dpiamit-
vement qui la suite d'un choix dchelles appropees, et dans I’hypo#ise découlement station-
naire s’expriment par:

V&V —-Vp=0,xe (65)
V.wv=0,xe (66)

ou v est le champ de vitesseest le champ de pression. Il est possible ici d’obtenir une solution
fondamentale desquations de Stokes et de transformer ceesystdiferentiel en une relation
intégrale. Cette tkorie est dua [Ladyzhenskaya (1969) puis fut rendue populaire par I'article de
Youngren & Acrivos (1975), YA dans ce qui suit. La solution fondamentale satisfaégjeations
suivantes,

VU — Vo = (X —Y), X € Q (67)
V- u=0x€e (68)

et des conditions aux limites homemgesa I'infini. Elle se deduit ai€ment de la fonction de Green
de I'équation de Laplace pagédvation et inégration,

=1 (% — VW) =16 (06 — V) O% — k)
qk_Eirf* ) Ulk—g T+ 3

(69)
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ou r est la distance entreety. La solution fondamentale regsente le champ de vitessget de

pressiongy induit par une force ponctuelle uajtde directiore, appligltee eny. On obtient une
formulation inegrale analogua l'identité de Green pour&quation de Laplace en pretant de
la méme facon que pourdtablissement de cette dexre. On multiplie Iequation [[€]7) pav et

I’ équation[[65) pauny puis apes avoir soustrait on iagre sur le domain® (figure[l) pour obtenir
pour toute valeurs die

v(x), Xxe€Q
/ V-T(u) - ndS, — [ ug-T(W)-ndS =4 Lu(x), xe o0 (70)
o9 o9 2 5

0, X ¢

ou T est le tenseur des contraintésddit du champ de vitesse et de pression par,

ovi oV
Ti(V) & —8ijp+ ~+ + 71
Finalement on obtient la formulation &grale finale en remplacant dang](70) la solution fon-
damentale par sa valeulr[69). Puis, en explicitant les composantésudtat on obtient,

Vi(x), XxeN

/a . Kijk (Y) Vi (Y)nk(y) dSy — /6 . Jj (xY)fi(y) dS, = %Vi (x), X €00 (72)
0, x¢Q

ou fi = nTjj(v) est la contrainte normale appligg au fluide par la frorgre, J; est le stokeslet
(simple couche) ga defini a I'equation [[(69) eKijx est la distribution de double couche,

—4 M—MX&—WW%—WU 73)

Kijk = Tij (uy) = 3 ( 5

L’ équation [[70) refsente la formulation directe desoulements visqueux et permet, comme
les équations[(8) et[{13) pourdyuation de Laplace, d&soudre le proime de Dirichlet (vi-
tesse connue sur la froate, contraintes normales determiner) ou le proéime de Neumann
(contraintes connues sur la froste, vitesseé determiner). Dans le premier cas, on obtient une
équation de Fredholm de prené espce dont la solution estétermiree a An prés (a1 A est
simplement la constante arbitraire avec laquelle la pressionééstndirée), tandis que pour le
probleme de Neumann on obtient ueguation de Fredholm de deérne espce dont la solution
est unigue.

Les nethodes appliceesa I'eéquation de Laplace sont eeriement transposables aux perhkes
de Stokes. En particulier, la formulation indirecte des proids de Stokes s’obtient en adjoignant
un probeme auxiliaire arbitraire au praishe inérieur. Ainsi, en choisissant bien le champ auxi-
liaire, on peut engendrer le champ de viteaskaide d’une seule distribution de simple ou de
double couche. De &me pour un proimea deux fluides pogslant des frondires libres, on peut
égalementliminer I'un des deux domaingsl’aide des bilans de masse et de quard& mouve-
ment aux interfaces.

La méthode deg&léments de frondéire permeégalement lagsolution nurarique de€quations
intégrales[(7)0). La seule difence avec &quation de Laplacetant le caraére vectoriel des in-
connues. Sur chaquément, il y a deux inconnues vectorielles soit six inconnues scalaires au
lieu de 2 et, en chaque point de collocation, on a une relati@giate vectorielle soit 3 relations
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scalaires au lieu d’une. Les coefficients d'influence s’obtiennent exactement paressrtech-
niques que pour &quation de Laplace et notamment pour les grotds axisyratriques. Leffort

de calcul est cependant singarkment accru puisque le nombre déigtales singuéiresa calculer
passe de 3 pourédqguation de Laplaca 9 pour le€quations de Stokes ce qui justifie pleinement
le recours au calcul forméel. Pozrikidis (199&tdille la formulation grérale et la mise en oeuvre
pratique de cette éthode.

La premere mise en oeuvre de la technique a coésiskterminer les contraintes induites par
I'écoulement d'un fluide visqueux sur un corps axiéymgue, comme I'avaient fait YA. La formu-
lation directe abouti& uneéquation de Fredholm de preené espce pour les contraintes. Cette
technique produit une sysne lireaire discetise non inversible ce que n'avaient apparemment
pas obser@ YA. En effet la pression n'apparaissant que par son gradient fidns (65), la solution
de I'équation inkégrale n’est dfinie qua une constante @s pour la pressiomg. Les contraintes
sont donc calc@esa —pgn pres. Il faut explicitement projeter (au sens des fonctioréx)ation
intégrale orthogonalemes son noyaur() pour obtenir une solution nugnique. On peut, soit
supprimer une&quation de collocation, qui de toute fagon est redondante puisque éengysst
non inversible, et la remplacer par ubguation qui électionngyg, soit, tout simplemengliminer
numériqguement le noyau de I'@pateur lirgaire par @composition en valeurs singeiles (Press
etal., [992). Les solutions ainsi obtenues se confondent aveéseftats de YA et les solutions
analytigues de ces pralthes. Cette apparente @ifence avec les travaux de YA&tait pas injus-
tifiée puisqu’elle a, en fait, suseitle ces auteurs, l@daction d’'un corrigendum un an plus tard
(peu convainquant d’ailleurs). Celémontre de plus que notre pémture nurédrique est de bonne
qualite.

D’autres auteurs comme Martinéz (1989) ou Tulldck (1993) ont mis en oeuvreatksaes en
3D axisyngtrique ou non. Leur technique est basur une irgigration nurdrique des coefficients
d’influence/Rocchi Tavares (1992) a ulie nethode du @veloppement de Hess & Smith (1967)
et traie de plus des probimes axisyratriques pogsdant un plan de syetrie en utilisant la solution
fondamentale dg Blakée (1971).

4.2 Probleme de Dirichlet pour la vitesse

La précision nungrique desvaluations degquations irégrales est confirée par Sabry &
Lemonnier (1995) qui ontésolu un prot#me de Dirichlet et un probine mixte sur I'inkérieur
d’'un cylindre. Ces solutions nugriques sont compaesa des solutions analytiques obtenues par
séparation des variables et par d’'autres techniquéquditions iriéigrales [(Sabry, 1984). Cette
étudea permis de valider le mate nungrique de Stokes axisyatrique et en particulier montre
I'excellent comportement de la&éthode de€lements de frondire au voisinage des singulést
géonetriques. Par exemple, le prélohe de Dirichlet €crit,

[ aimes = [ Kumondy)ds - gutd.xeoe (79
o0 o0

ou la vitesse est connue et les contraintes inconnues. Leetsation de Equation[ 74 par une
méthode de collocation conduitla ©solution d’'un sy&me lirtaire engrement analogui ceux
obtenus pour Bquation de Laplac€{]L6) €T(27),

1
I = Evli — Kingy (75)

ou les indices i, j et k prennent la valeur 1 dans la direction axiale, et 2 dans la direction radiale
et les indices | et m varient entre 1 et n, le nombr@éathents sur la gridienne du domaine. Les
probemes mixtes se traitent comme pow@glation de Laplace.
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4.3 La déeformation des masses fluides en mouvement

Lorsque deux milieux sont en mouvement, par exemple lorsqu’une masse liquide, comme une
goutte, se éplace en seaformant sous son propre poids dans un autre liquide, dans I'i3gmth
des faibles vitesses, l&zoulements idrieurs et eXrieursa la goutte satisfont lesquations de
Stokes. Si on écide de nommet)4, le domaine exrieur et,(),, le domaine irgrieur et,n, la
normalea l'inclusion dirigte vers I'exérieur de la goutte, legquations de Stokes dans chaque
phase doivergtre satisfaites avec les bilans de masse et de ga@etinouvement aux interfaces.
En absence de changement de phase, le bilan de masse et la conditi@metiadhmposent,

Vi =V = Vg, X € 09 (76)

ou vs est la vitesse commune des fluidebinterface. Le bilan de quanétde mouvemerd I'in-
terface relie les contraintes normales et la tension de surface par,

N.Ty; —n.Ty=—on-Vs-n—n(p1 — p2)9z X € 0N (77)

ou o est le coefficient de tension superficiefpest la masse volumique et g est I'intebsie la pe-
santeur. On notera que lorsque la forme de la goutte est connue, le membre de dréieateohn
([71) est connu.

La suite de la formulation est identiqaecelle expliqée au paragraphe 2.4 pougduation de
Laplace. On effectue une combinaisoreliire de€quations irégralescrites sur la surface pour
chaque domaine. Puis en utilisant les bilans aux interfaces, on obtiedgjuagon de Fredholm
de deuxéme espce pour la vitesse sur la surface,

Svs) = 5 [ PWpxysyney) a8y = 5 [ H(xy)Af(y) dsy x € o0

0
(78)

ou \ est le rapport des visco8g /1 , et I'exces de contrainteAf, est ceduit du bilan de
guantieé de mouvement et est danpar,

n 3243\
Af=——Vs-n— ———-nz
Ca s " 2112
ou Caest le nombre de capillagéithag sur I'echelle de vitesse du praivhe : la vitesse d’Hadamard

du globule spérique de rBme volume, dont le rayon €3¢ Ce nombre et la vitesse sont déeis
par,

(79)

UZZ@ p2—p1| 1+ A
3 | ;2432 (80)
ca_
(o

En se donnant une forme initiale, il est possible de calculer la vitesse dudllédsurface en
résolvant [718). En utilisant la condition @matique (éduite des bilans de masse), on obtient le
déplacement des points de l'interface :

dx
— =nNvVs-N 81
i S (81)

Cette derréreéquation permet de calculeglolution de la forme et d’avancer en temps. La
figure[2D donne un exemple de calcul deédatmation d’'une goutte d’huile de ricin tombant dans
de I'huile de silicone. Une comparaison avec des éesrexprimentale, portant notamment sur
la determination du nombre de capill@itritique contblant la stabilié de la forme spdrique a
éte piesenge par Hervieet al.| (1992).
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Figure 20: Evolution d’une forme d'interface pour une goutte visqueuse tombant dans un liquide autre liquide vis-
queux, d'apes[Hervielet ai.| (1992)
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5 La méthode deslements de frontere pour I'eéquation de diffusion

Certains prol#mes inverses sont mal conditi@) c'est le cas notamment de la reconstitu-
tion du flux de chaleur sur une paroi inaccessible. Dans ce type de situation, il faut reconstruire des
conditions aux limites sur une partie de la frémé du domaine tandis que sur l'autre partie on dis-
pose en gréral d'une condition aux limites surn@raire. D’autres prokimes inverses sont cou-
ramment esolus[ Alifanaoy [(1994) en propose une classification et avec Beak| (198%,[1992)
passent en revue les difentes techniques desolution et deggularisation de ces prarhes. Les
avantages de pcision et de simplicét des nethodes Blements de fronéire en font une &gthode
de choix pour la&solution des probmes inverses (Ingham & Yuan, 1994).

Le traitement de la reconstitution du flux de chaleur sur une paroi inaccessible est encore,
méme dans des situations bidimensionnelles, un sujet en int@vetodpement. Des travaux
récents onéte publiés par exemple par Pasquetti & Retit (1995) et Bieai. (199%). Le prokme
inverse repose sur l&solution d’un prol#me direct auquel est assecine nithode d’identifica-
tion qu’il faudra egulariser. L'expos qui suit est limié & la mise en oeuvre de la péxure de
calcul direct et fait de larges emprurdagier (1996).

5.1 Equation intégrale pour le champ de temgrature instationnaire

La formulation inégrale de la diffusion de la chalewsulte directement du carac liréaire
de I'équation de diffusion de la chaleur,

pC%—I =V.(kVT)+g (82)

ou p est la masse volumique du milietigst la chaleur gxifiqguea pression constantk,est la
conductivié thermique eg est la distribution de sources volumiques. Lorsque la conduetivitr-
migue ne @épend que de la tergpature, on obtient uriquation dans le cas stationnaire et presque
linéaire dans le cas instationnaire en effectuant le changement de variable suivant (tiemsi®orm
Kirchhoff) :

-
o(T)= [ k(T)dT (83)
To
ou Ty est une temgrature de&férence éfinie arbitrairement. EBquation de diffusion en absence
de source de chaleur devient,

194 _

2
o Ot =V (84)

ou « est la diffusivie thermique du métiau cefinie par,
a=— (85)

Dans certains cas, la diffusigithermique a une moindre sensildli la tem@rature que la
conductivié thermique ef[{84) repsente un masle tes acceptable.

Comme dans les chapitresepedents, la formulation iggrale repose sur I'existence d’une
solution particukerea I'equation de diffusion: la fonction de Green de Bogteur de diffusion.
La fonction de Green instationnaire au potheta l'instantty assockea I'équation de la chaleur



Application de la rdthode deg&lements de fronéire, H. Lemonnier, 1996 934

instationnaire est solution de,

1 1
AGH(xX|ttr) + —th(ijllt,tF +o(x - X)o(t—tr) =0 (86)
hm ‘Gt XX [t,te) ‘ =0 (87)

x| —
ou x est le point d'observation et est le point source dtest I'instant d'observation dt est
l'instant al la source est actipe. Cette fonction de Green est connue étist analytiguement
(Morse & Feshbach, 1953),

Gi(xX |ttg) = ;g exp(——)H(7) (88)

ou r est la distance entreetx’, T est I'intervalle de temps enttteettr (7 =t —t), d est la
dimension d’espace du pravhe etH(7) est la fonction de Heavisideeéinie par,

1L t<t
H(T)_{ 0, t>tr (89)

Gt(x,X'|t,t) correspondh la distribution de tengrature céée par une source ponctuelle et
impulsionnelle d’intensé 1/« , a la difference pes que lechelle des temps est invées|Rama-
chandran [(1994) montre que la fonction de Green est solution dugmebadjointa celui de
I'équation de la chaleur instationnaire, ce qui explique I'origine de cette inversioectielle des
temps.

La formulation inégrale s’obtient en appliquant la deéie formule de Green aux fonctions
¢ et G définies peceédemment, puis en idgrant temporellement entre I'origine des terpst t
I'instant de ésolution,

tF G tF L)
—¢ (X tF) / dt/ ag—= don = /to dt/m aGt%daQ+/Q¢(to)Gt(to)dQ (90)

La présence d’une iegrale de volumeéie aux conditions initiales fait perdre une partie de son
dans les cas suivants ; @fat |n|t|al umforme, (2ptat |n|t|al solution d'un proldme de conduction
stationnaire. Dans ces deux derniers cagjuation [90) relie les valeurs de la teengture et du
flux sur la frontere par:

tp OG; te
—¢x ) / dt/ ap 2 doQ = / dt/ aGt—daQ VX € 60 (91)

5.2 Meéthode deselements de frontere pour le champ de tem@rature instation-
naire

La méthode degléments de fronéire repose sur I'utilisation de la formulationégtale [911),
puis sa disd@tisation dans I'espace et le temps. Poegliation de diffusion, en plus de I'egration
spatiale, il faut s’'inéressen l'intégration temporelle. En s’inspirant de l&thode de collocation
déja utilisee pour [equation de Laplace, on divise I'intervalle de tenftgdr| enF sous-intervalles
[tr_1,t:], (F=1,... F).

Le choix de la disa@tisation temporelle donne liéude nombreuses variantgs. Le Niliot (1991)
choisit de faire varier liairement la tengrature sur un pas de temps. Cette interpolation par un
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polyndme d’ordre 1 suppose un plus grand effort de calcul par rapport @msch’ordre 0 que
Lagier (1996) a retenu dans un souci de simgicgur chacun des intervalles de temps, il suppose
que les grandeurs et 9¢/On sont constantes et uniformes sur chagléenent eegalesa ¢(t;) et
0¢/0n(t; ) respectivement.

La présence d’une iggrale de volume ée aux conditions initiales dan€fuation inégrale
instationnaire[{90) aene Le Niliot (I991k consiérer deux approches pour ksolution de cette
equation.

(i) Une premiere neéthodeconsistea prendre pour instant initial I'instatg , et cela, quel que

soit I'instant de esolutiontg. Lintégrale de volume peut alorseiminer dans les casédrits au
paragraphe @cedent, et il ne reste plus que desigtales de surfacecalculer.

1 . F . t; aGt AN
Eqﬁ(x.,tp) +f§;zj:¢(x,,tf) </tf_1dt/agj a—s d8QJ> =
F 00 .
;;%(Xj,tf) ( /tf B dt /8 o aGy daﬂ,) + /Q $(to)Gt(to) dQ2  (92)

Soit encore, en adoptant les notations,

o(Xitr) = dig (93)
0
%(Xi d) = it (94)
il vient,
1 F F
S9iF + D Hierdis =YD Gijrrs + /Q ¢(to) Gt (to)dS2 (95)
f=1 j f=1 j
ou Hjj rr etGj rr sont les coefficients d'influenceetinis par,
tf
Gt (X, |t
i = [ o [ (PR g0 (96)
1 09
t
Gijrf = / dt/(aGt(x,xi |t,te))d(08Y) (97)
1 09

On résout alors unéquation inégrale enp et 9¢/on & chaque instant desolutiontg, les
valeurs dep et 9¢/0n étant connues jusga’l'instanttr_; . Le volume de calcul augmente donc
avec le nombre de pas de temps coesd.

(i) La deuxeme néthodeconsistex prendre, comme instant initial, 'instanggedant I'instant
de esolution. A chaque instant, on obtieriduation inégrale suivante :

1 tF G
—o(Xitp) + / dt/ a——doQY; | ¢(Xi,tp) =
> (Xi tr) JZ( S T i | 904:tF)

tr
0o
dt [ 0G0 | LLxite) + [ o(te_1)Gilte_1)dQ (98)
JZtF/l /BQjat i | gnXitF /QFltFl
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L'avantage de cette @thode éside dans la diminution du nombre de coefficients d’influence
a calculer, mais en contrepatrtie, il faut calculer unégnale de voluma chaque pas de temps, ce
qui fait perdre une partie de 'attrait de leéthode deg&léements de fronére.

Le calcul pratique des coefficienBetH n’est pas reproduit ici, par souci de compacltes
techniques utilises couramment sont deségtations nurariques par poids et points de Gauss
(Ce Niliot, 1991). Il faut encore noter qu’eregnetrie bidimensionnelle, il existe des expressions
analytiques de ces coefficients. En 2D, Lagier (1996) en fournit I'expression analytique et montre
gue les changements de variables @gigpour lequation de Laplacé (Hess & Smith, 1967) sont
également utiles pouéduirea une seule les iagrations nur@riques en 3D/ (Lagief, 1999).

5.3 Mise en oeuvre pratique

A l'instant de Esolutiontg, I' équation ingégrale discgtiste (95) sécrit,

F-1 F-1
1
<§]I+H|:|:> -¢>F+ZHFf'¢f :G,:,:-q,:+ZG;:f~qf (99)
f=1 f=1

ou I estla matrice iden@, Hrs etGrs sont les matrices des coefficients d'influe@g-r etHj rr,
et ¢ etgs sont les vecteurs foras par les valeurs digetes de la transforae de Kirchhoff et de
sa cerivee normalé& l'instanttg.

La résolution du systme lireaire assoéia (99) est grandement facéi¢ lorsque I'on constate
gue ds que le pas de temps est constant, oagalie suivante, pour tout > 1,

Gij(F+n)(f+n) = Gij Ff- (100)

Cette propeté résulte simplement de l&égendance en temps de la fonction de Grggn (88) par
l'intermédiaire der = tg — t seulement. Cettegalie implique qua chaque instant désolution,
la plupart des coefficients deetjuation [99) ont&ja éte calcués aux instants peedents. En effet,
a l'instant de esolution {, (899) devient :

1
(5]1 + IHI11> o1+ = G11- g1 (101)

On a une prendgire €rie de coefficients d'influencecalculer, les matriceG 4 etH,; corres-
pondant l'intervalle de temps {t1]. A I'instant de ©solution suivant[(99) écrit :

1

(511 + H22> 2+ Hiz- 91 =Go2 G2 + G12- . (102)
Nous avons alors deuxges de coefficienta calculer, correspondant respectivement aux pas

de temps [i,t1] et [t1,to]. L €gali€ (Z0D) traduit simplement le fait qul'instant de esolutionty,

les coefficients relatifs au pas de temps f] sontégaux aux coefficients cal@da l'instant de

résolutiont; et relatifs au pas de tempig [t1]. Matriciellement, [9]7) £crit,

G11 =G (103)

A chague instant deesolution, il ne reste qu’une seule matrice de coefficiardalculer, et donc
pour n instants de&solution, il N’y aura qu& matricesa calculer au lieu da(n + 1)/2 lorsque
les pas de temps sont quelconques. La figure 2&rsalkise les diffrentesegalies relativesa
I' équatio 100.



32434 Application de la gthode deg&léments de frongire, H. Lemonnier, 1996

%H + Hqq
Hoy 31+ Hyy
M3, Hoq 20+ Hyy
Haq H3, Ho 31+ Hyq
%H‘FHH
Hny Hin-11  Hpn-2)1 EE E 31+ Hyq

Figure 21 : Repisentation de la structure du syste lireaire [9P) permettant @Vvaluer le volume de calcul effectif en
fonction de l'instant deésolution.

De plus, on peut remarquer que dans le cadre dédalution du sys&tme lireaire assoéia
I'équation inkgrale disdetise (9P), la matric& inverser est toujours la@me quelle que soit
l'instant de Esolution, seuls les seconds membres changent.

Prenons I'exemple d’'un probie de Dirichlet 0 la temggrature est connue sur la frogte, le
systme lirairea resoudreaa l'instanttg s'écrit,

F-1 F-1
1
Grr-OF =— Y Grr -0 — > Her - ¢ — (§H+HFF> - OF (104)
f=1 f=1
ou Grr = G(F_1)(F—1) = - - - = Gy estla seule matrice inverser

C’est la un gésultat touta fait interessant puisqu’en terme desplution de sysime lirgaire,
I'effort nécessaire pour&soudre tout le proleime instationnaire est identiqaecelui recessairé
la résolution du prok#me stationnaireRour ce qui est du calcul des coefficients, I'efeofournira
chaque pas de temps est identiqueelui d’'un probdme stationnaire. L&solution des probmes

inverse est ba&e sur la formulation direct¢ (95) et I'introduction de la notion de pas de "temps

futurs”. La regularisation du proBme est effectee par @composition en valeurs singaites. La
mise en oeuvre de cette technique et sa validation sur désierpes et f@senée par Lagieet all
(2001) et est étaillee, notamment en 3D, par Lagier (1999).

6 Vers la prise en compte des non ligaritées

L'application de la rethode deg&léments de frondire est par sa nature lirag aux prol#mes
non lingaires. De s nombreuses tentatives d’extension aux @mlels non liaires onété pro-
poses. Elles ne seront pagtdillees ici et sont &s largement @senges pai Novak & Neves
(1994), Partridget al.| (1992) ou Ramachandian (1994).
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