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1 Introduction 3
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1 Introduction

De nombreux problèmes d’́ecoulements diphasiques ou de conception d’instrumentation pour
lesécoulements diphasiques reposent sur la résolution d’une ou plusieurśequations aux d́erivées
partielles lińeaires. Des difficult́es particulìeres apparaissent souvent lorsqu’il s’agit de résoudre
des probl̀emes inverses,̀a frontìere libre ou d’identification non lińeaires vis-̀a-vis de la ǵeoḿetrie
du domaine ou des conditions aux limites. Les domaines de résolution deśequationśetant par-
fois non simplement connexes ou inconnus et parfois les deux, la résolution par la ḿethode des
éléments finis peut s’avérer lourde de mise en oeuvre.

De plus, certains de ces problèmes inverses sont mal conditionnés et la recherche de méthodes
de ŕesolution pŕecises et rapides peut s’avérer d́ecisive. La ḿethode deśeléments de frontière
prend avantage du caractère lińeaire deśequations pour réduire la dimension du problème d’une
unité au moins. Les paragraphes qui suivent donnent quelques exemples de problèmes rencontrés
enécoulement diphasique qui ontét́e ŕesolus par ces ḿethodes.

La conception de certains dispositifs de mesure comme les densitomètresà imṕedance re-
quièrent la ŕesolution de l’́equation du potentieĺelectrique. L’optimisation et l’́etalonnage de ces
dispositifs reposent entièrement sur la possibilité de simuler fid̀element leur comportement lors-
qu’ils sont parcourus par uńecoulement diphasique (Lemonnieret al. , 1991). Le d́eveloppement
de techniques de tomographie d’impédance pour d́eterminer la distribution des phases dans un
volume donńe ńecessite, de plus, de résoudre un problème inverse. En effet, selon cette technique
il s’agit d’identifier, c’est-̀a-dire de reconstruire, le milieu qui produit la signatureélectrique me-
suŕee (Lemonnier & Peytraud, 1995).

Ces trois probl̀emes ńecessitent de pouvoir résoudre efficacement et préciśement une ou plu-
sieurséquations de Laplace comportantéventuellement une ou plusieurs frontières libres. L’́equa-
tion de Laplace est aussi un modèle pour la conduction de la chaleur et l’optimisation du nombre
et de la forme des canaux de refroidissement d’une aube de turbine est un exemple de problème de
Laplace inversèa ǵeoḿetrie non simplement connexe (Dulikravitch & Martin, 1994). L’équation
de Laplace est encore un modèle pour leśecoulements potentiels caractériśes par des effets d’iner-
tie pŕepond́erants. La description de l’instabilité de Rayleigh-Taylor peut ainsiêtre consid́eŕee et
étudíee comme un problèmeà frontìere libre pour deux́equations de Laplace (Canot, 1989). La
mod́elisation de la cavitation d́evelopṕee sur un profil d’aile peut aussiêtre formuĺee comme un
probl̀eme inverse ǵeoḿetrique pour l’́equation de Laplace (Lemonnier & Rowe, 1988).

Dans certains dispositifs expérimentaux, il faut d́eterminer le flux de chaleur s’écoulant d’un
fluide vers une paroi. Lorsque les mesures directes du flux de chaleur sont impossibles, il faut sou-
vent se satisfaire d’une estimation du flux de chaleurà partir de mesure de température effectúees
en plusieurs points de la paroi. Lesécoulements diphasiquesétant par nature intermittents, il est
alors ńecessaire de résoudre le problème inverse de la diffusion de la chaleur (Lagier, 1999).

Lesécoulements̀a faibles nombres de Reynolds sont régis par leśequations de Stokes qui sont
linéaires vis-̀a-vis de la vitesse et de la pression. La modélisation de la d́eformation d’une masse
fluide s’́ecoulant dans un milieu infini sous l’action de la gravité ou sa sustentation aérodynamique
sur un film d’air ńecessite la ŕesolution de deux problèmes de Stokes comportantégalement une
frontière libre (Rocchi Tavares, 1992).

Bien d’autres probl̀emes (Buiet al. , 1994) comme la diffusion d’une onde ultrasonore ou
l’identification de la forme d’un diffuseur par son rayonnement diffusé, ńecessitent la ŕesolution
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de probl̀emes d’Helmholtz direct ou inverse. Leséquations de l’́elasticit́e linéaire et certains
probl̀emes líes au contr̂ole non destructif de pièces ḿecaniques ńecessitent encore de résoudre
des probl̀emes inverses lińeaires ou non.

La liste des probl̀emes inverses résolus ou non par la ḿethode deśeléments de frontières est
quasi illimitée et on se bornera icià illustrer la mise en oeuvre de la méthode deśeléments de
frontière pour l’́equation de Laplace, leséquations de Stokes et l’équation de diffusion de la cha-
leur. Il semble que la paternité de ces ḿethodes revienne aux avionneurs qui avait dès les anńees
60 d́evelopṕe tr̀es largement les ḿethodes de singularités pour leśecoulements potentiels,the pa-
nel method(Hess & Smith, 1967, Bousquet, 1990).

La popularit́e de ces ḿethodes grandissant de jours en jours, des revues comme Enginee-
ring analysis with boundary elements (Elsevier) ou Inverse problems in engineering (Gordon and
Breach) y sont entièrement consacrées et de nombreux livres de référence pŕesentent enfin clai-
rement ces ḿethodes. En allant des plus pragmatiquesà ceux priviĺegiant une axiomatique plus
rigoureuse on peut citer par exemple : les ouvrages de Brebbia et de ses collègues (Brebbia &
Dominguez, 1989, Brebbiaet al. , 1984), puis celui de Ramachandran (1994) et enfin un livre en
français de Marc Bonnet (Bonnet, 1995). Certains de ces livres comportent même de nombreux
probl̀emes ŕesolus et des programmes sur support informatique qui permettent une première mise
en oeuvre en quelques heures.

2 La méthode deśeléments de frontìere pour l’ équation de Laplace

La formulation int́egrale d’un probl̀eme diff́erentiel lińeaire s’exprime tr̀es simplement dans le
cas de l’́equation de Laplace. On montre comment résoudre un problème de Dirichlet sur un do-
maine simplement connexe, puis comment les conditions aux limites mixtes sont prises en compte
simplement. Ensuite, on montre comment résoudre plusieurs problèmes de Laplace dans des do-
maines embôıtés et on pŕesente trois exemples d’application.

Dans un milieuélectrique conducteur, les courantsà basse fŕequence sont régis par la loi
d’Ohm,

j = σE, (1)

où j est la densit́e de courant,σ est la conductivit́e électrique etE est le chamṕelectrique. Le bilan
des chargeśelectriques se traduit par,

∇ � j = 0. (2)

Le chamṕelectrique d́erivant du potentieĺelectriqueV, ce dernier satisfait l’équation,

∇ � (σ∇V) = 0. (3)

Lorsque la conductivit́e est uniforme cettéequation se confond avec l’équation de Laplace.
Dans un densitom̀etre à imṕedance, on excite le milieu diphasique en portantà un potentiel
détermińe desélectrodes affleurant la paroi (condition de Dirichlet). Sur les autres parties du dis-
positif les parois sont isolantes et la densité de courant normale est nulle (condition de Neumann).
L’objet principal de la simulation du fonctionnement du densitomètre est de calculer le courant tra-
versant le milieu diphasique. Il s’obtient par intégration de la densité de courant sur leśelectrodes.
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Figure 1 : Définition du domaine pour le problème de Dirichlet

2.1 Problème de Dirichlet pour l’équation de Laplace 2D

Soit un domaineΩ, limité par la frontìere∂Ω. Soit n la normale ext́erieure au domaine et
supposons, par souci de simplification que la frontière admette en tout point un plan tangent.
Consid́erons le probl̀eme de Dirichlet pour le potentielV et soit VS le potentiel donńe sur la
frontière∂Ω. Pour ŕesoudre ce problème on introduit une fonction auxiliaire,G, une fonction
de Green du laplacien, solution deséquations suivantes,

∇2G = δ(x− x′) avecG→ 0, quandr , |x− x′| → 0, (4)

où x′ est la position de la source. L’expression deG s’obtient simplement grâce au th́eor̀eme de
la divergence appliqúee sur une bouleB(r) centŕee sur l’origine et de rayonr. En consid́erant la
symétrie de ŕevolution du probl̀eme on a,

G(x,x′) = g(x− x′) = G(r), (5)∫
B(r)
∇ �∇GdΩ =

∫
∂B(r)

∇G · n dS=
{

1 si x′ ∈ Ω
0 si x′ /∈ Ω

(6)

ce qui donne selon le nombre de dimension de l’espace considéŕe,

G(x,x′) =


ln(r)
2π

en 2D
−1
4πr

en 3D
(7)

La fonction de Green permet d’obtenir la formulation intégrale du probl̀eme de Dirichlet par ap-
plication de la formule de Green au potentiel recherché, V, et à la fonction de Green définie à
l’ équation 4. Compte tenu de la définition deG on a,∫

Ω
(V∇2G−G∇2V) dΩ′ =

∫
∂Ω

V(x′)
∂G
∂n

dS′ −
∫
∂Ω

G(x,x′)
∂V
∂n

dS′ =
{

V(x) si x ∈ Ω
0 si x /∈ Ω

(8)

Cetteéquation montre que le potentiel en tout point intérieur au domaine ne dépend que de
la valeur de deux fonctions sur la frontière. La d́etermination complète de la fonction harmonique
y est contenue. Cela démontre que les valeurs de la fonctionà l’intérieur du domaine sont non
essentielles. Lorsque la valeur deV et∂V/∂n sont connues sur le contour l’équation 8 permet de
recalculer toutes les valeurs deV dans le domaineΩ.
Lorsque le pointx se situe exactement sur la frontière du domaine, on obtient une expression

lég̀erement diff́erente compte tenu que la première int́egrale de surface, le potentiel de double
couche, est discontinue au passage de la frontière. Une d́emonstration peut en̂etre obtenue en
consid́erant le domaine d́ecrit à la figure 2 òu Ω a ét́e amput́e d’une demie boule de rayonε et de
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Figure 2 : Définition du domaine auxiliaire pour la démonstration de l’́equation 13

centrex. L’ équation 8 appliqúee en un pointx qui est maintenant extérieur au nouveau domaine
donne,

0 =
∫

Ω−Bε
(V∇2G−G∇2V) dΩ′ =

∫
∂Ω−Lε

V(x′)
∂G
∂n

dS′ −
∫
∂Ω−Lε

G(x,x′)
∂V
∂n

dS′

+
∫

Sε
V(x′)

∂G
∂n

dS′ −
∫

Sε
G(x,x′)

∂V
∂n

dS′,

où Lε est la fraction de∂Ω appartenant̀a Bε et Sε est la frontìere de la demi bouleBε intérieure au
domaineΩ. On reconnâıt immédiatement que si l’intégrale existe alors,

lim
ε→0

∫
∂Ω−Lε

(
V(x′)

∂G
∂n
−G(x,x′)

∂V
∂n

)
dS′ =

∫
∂Ω

(
V(x′)

∂G
∂n
−G(x,x′)

∂V
∂n

)
dS′ x ∈ ∂Ω. (9)

De plus, en 2D, si on considère l’expression de la fonction de Green (7) on a,

lim
ε→0

∫
Sε

V(x′)
∂G
∂n

dS′ = lim
ε→0

V(x′)
∫

Sε

−1
2πε

εdθ =
−V(x′)

2
. (10)

On notera que la d́emonstration en 3D est identique. Enfin si la densité de courant,j, est faiblement
singulìere, il existeK etα réels tels que,

|j(ε)| < Kε−α, α < 1, (11)

ce qui conduit ńecessairementà l’élimination de la dernière int́egrale car,∣∣∣∣∫
Sε

jG dS′
∣∣∣∣ < ∫

Sε

Kε−α

2π
ln ε εdθ =

Kε1−α

2
ln ε. (12)

On obtient alors la relation intégrale entre potentiel et flux qui résout le probl̀eme de Dirichlet,∫
∂Ω

V(x′)
∂G
∂n

dS′ −
∫
∂Ω

G(x,x′)
∂V
∂n

dS′ =
V(x′)

2
. (13)

Cette relation fournit la relation explicite entre la distribution de potentiel sur le contour,
l’ excitation électrique, dans le cas du densitomètre à imṕedance et la densité de courantj, le
signal, que l’on cherchèa mesurer. C’est très pŕeciśement ce que l’on cherchèa calculer dans
notre probl̀eme. De m̂eme, dans un problème de conduction, cettéequation lie directement la
temṕerature de paroi auflux de chaleur. On cherche en ǵeńeral à d́eterminer l’un connaissant
l’autre et l’équation 13 en représente la solution sous forme implicite.
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Figure 3 : Discŕetisation du domaine.Mi est le point de collocation,Pi est la premìere extŕemit́e du ìeme élément. Le
contour est orienté positivement dans le sens trigonométrique direct. La nuḿerotation des points suitégalement ce sens.

Pour un probl̀eme de Dirichlet, le potentiel est connu sur la surface et on doit résoudre l’́equation
intégrale suivante enj, le gradient normal du potentiel,∫

∂Ω
G(x,x′)j(x′) dS′ =

∫
∂Ω

VS(x′)
∂G
∂n

dS′ − VS(x′)
2

, x ∈ ∂Ω, (14)

où le second membre est connu. Cetteéquation deFredholm de première esp̀ecepeutêtre ŕesolue
numériquement par une ḿethode de collocation après discŕetisation. C’est l’essence m̂eme de la
méthode deśeléments de frontière.

La méthode de ŕesolution de (13) la plus simple et la plus populaire consisteà d́ecouper la
frontière enéléments lińeaires pour un problème bidimensionnel ou en facettes planesà contour
polygonal pour des problèmes 3D. Pour les problèmes 3D axisyḿetriques, on peut raisonner sur
une ḿeridienne. Par simplicité, illustrons la mise en oeuvre de la méthode sur un problème bidi-
mensionnel.

En choisissant deśeléments constants, c’est-à-dire, en supposant que sur chaqueélément, le
potentiel et sa d́erivée normale sont uniformes, on obtient la version discrétiśee de l’́equation 13,

V(Mi)
2

=
∑

j

{
V(Mj)

∫ Pj+1

Pj

∂G
∂n

(Mi ,M
′) dM′ − J(Mj)

∫ Pj+1

Pj

G(Mi ,M
′) dM′

}
. (15)

En simplifiant les notations, l’équation int́egrale discŕetiśee (15) relie lińeairement les valeurs
discr̀etes du potentiel aux valeurs discrètes de la densité de courant par

1
2

Vi = Hij Vj + Gij Jj , (16)

où,

Vi = V(Mi) et Ji =
∂V
∂n

(Mi), (17)

et les coefficients d’influenceG etH sont d́efinis par,

Gij ,
∫ Pj+1

Pj

G(Mi ,P) dP, (18)

Hij ,
∫ Pj+1

Pj

∇PG(Mi ,P) · nj dP. (19)
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Figure 4 : Définition de la base locale de l’élément. La tangentet à l’élément est orientée par la nuḿerotation des points.
La normale est d́eduite de la tangente par rotation de−π/2. La normaléetant ext́erieure au domaine, la numérotation
des points d́efinit le domaine de résolution.

On trouvera une description détaillée de la mise en oeuvre des techniques de calcul des co-
efficients d’influence pour l’́equation de Laplace dans les trois ouvrages cités en d́ebut de para-
graphe. L’accent est miśegalement dans ces ouvrages sur les discrétisations d’ordre pluśelev́e de
l’ équation 13 òu l’int égration doit ńecessairementêtre ex́ecut́e nuḿeriquement.

Cependant pour nombre de calculs pratiques, la discrétisation la pluśelémentaire suffit et il
ne faut pas ńegliger l’existence d’int́egration analytiques totales ou partielle des coefficients d’in-
fluence. En particulier, en 3D, Hess & Smith (1967) et Ramachandran (1994) rappellent l’existence
de ces solutions et les premiers auteurs proposent de plus une méthode de calcul de coefficients
3D axisyḿetriques de pŕecision contr̂olée. Outre l’aḿelioration de la pŕecision, ces expressions
simplifient le calcul des intégrales singulìeres (i = j). De plus, l’effort de calcul est alléǵe. Pour
un probl̀eme plan, les coefficientsG et H, s’obtient simplement dans la base locale de l’élément
(figure 4), centŕee sur le milieu de l’́elément,Mj , et dont les vecteurs de base sont colinéaires res-
pectivement̀a t et n. En notant que l’́elément est de longueurd et que dans la base de l’élément
∆j , le point de collocationMi a pour coordonńees,

x = −M jM i · t,
y = M jM i · n.

(20)

On a alors simplement, en notant,

x1 = x− d
2

et x2 = x +
d
2
, (21)

Gij =
−1
4π

[
x1 ln(x2

1 + y2)− x2 ln(x2
2 + y2) + 2y

(
tan−1 x1

y
− tan−1 x2

y

)
+ 2d

]
pour i 6= j,

(22)

Gii =
1

4π

[
d ln

d2

4
− 2d

]
. (23)

Le calcul deH s’effectue aussi simplement et donne,

Hij =
1

2π

[
tan−1 x1

y
− tan−1 x2

y

]
. (24)

On remarque qu’on ne peut pasévaluerH sur la droite qui supporte l’élément∆j . Cette si-
tuation arrive fŕequemment lorsque la frontière comporte une partie rectiligne. On peut pallier ce



Application de la ḿethode deśeléments de frontière, H. Lemonnier, 1996 9/34

Figure 5 : Domaine de d́efinition du probl̀eme mixte.

défaut en regroupant les deux arctangentes de (24),

Hij =
1

2π
tan−1 y(x1− x2)

x1x2 + y2 , (25)

où l’on évalue l’arctangente en tenant compte des signes respectifs du numérateur et du d́enominateur.
La nouvelle expression n’est singulière que sur les extrémit́e deséléments. Cet inconv́enient est
également pŕesent pour le calcul des coefficients tridimensionnels donné par exemple par Hess &
Smith (1967).

2.2 Problème mixte pour l’équation de Laplace 2D

Consid́erons un probl̀eme mixte de Laplacèa ŕesoudre sur le domaine décrit sch́ematiquement
à la figure 5. La frontìere du domaine∂Ω forme une partition∂ΩN ∪ ∂ΩD où, sur chaque partie,
sont impośees respectivement soit une condition de Neumann soit une condition de Dirichlet. Le
probl̀eme se pose selon les termes suivants,

∇2V = 0 x ∈ Ω,
V = VS x ∈ ΩD,
∂V
∂N

= jS x ∈ ΩN.

(26)

On peut ŕesoudre ce problème avec la m̂eme ḿethode que le problème de Dirichlet de la
section 2.1. La formulation est identiqueà celle qui conduit̀a l’équation 13. La discrétisation
de cetteéquation conduit comme préćedemment̀a un probl̀eme analoguèa l’équation 16. En
introduisant les notations analoguesà celles de Brebbia & Dominguez (1989), on peutécrire la
relation entre les valeurs des flux et celles de la fonction aux frontières du domaine.

Gij Jj = H′ij Vj , (27)

où on a d́efini,

H′ij = Hij −
1
2
δij . (28)

Sachant que sur chaque partie de la frontière une des deux valeurs seulement est connue, on
peut, par une nuḿerotation appropriée deśeléments, ŕeécrire (27) comme,(

GDD GDN

GND GNN

)(
JD

JN

)
=
(

H′DD H′DN
H′ND H′NN

)(
VD

VN

)
. (29)

En regroupant les inconnues et les données dans des vecteurs sépaŕes on obtient la formulation
discŕetiśee du probl̀eme mixte,(

GDD −H′DN
GND −H′NN

)(
JD

VN

)
=
(

H′DD −GDN

H′ND −GNN

)(
VD

JN

)
. (30)

La seule diff́erence avec le problème de Dirichlet ŕeside dans l’́echange du r̂ole des inconnues
et des donńees pour le partie de la frontière òu sont impośees les conditions de Neumann.
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Figure 6 : Probl̀eme de Laplace avec un impédance d’interface.

Figure 7 : Modélisation macroscopique de l’impédance d’interface.

2.3 Modélisation des imṕedances d’interface

La manifestation principale de l’impédance d’interface réside dans le fait que le potentiel
impośe effectivement au milieuV(x) est diff́erent du potentiel porté par leśelectrodesVS(x). Ce
phénom̀ene, localiśe au voisinage imḿediat de l’interface entre l’électrode et le milieu, résulte de
la dynamique des réactions de transfert de charge entre le métal desélectrodes et les ions de la
solution. On peut mod́eliser cet effet macroscopiquement par une impédance lińeaire. Pour l’unit́e
d’aire d’interface on aura,

VS− V = ZI, (31)

où Z est l’impédance d’interface etI le courant traversant l’unité d’aire d’́electrode. Ce courant
s’exprime en fonction du gradient normal du potentiel par,

I = σS
∂V
∂n
, (32)

où σ est la conductivit́e électrique du milieu etS, l’aire de la portion d’́electrode consid́eŕee.
On constate exṕerimentalement que l’imṕedance d’interface est de type parallèle et est donc une
fonction d́ecroissante de la surface de l’électrode. Ainsi on a,

ZS= cste= Z′, (33)

où l’impédance surfacique est constante et ne dépend essentiellement que de la fréquence du cou-
rant d’excitation. La condition aux limites, pour toute partie de la frontière portant deśelectrodes
est donc,

VS(x)− V = σZ′
∂V
∂n

(34)

où n est la normale extérieure au domaine. C’est une condition mixte qu’il est simple de prendre
en compte par la ḿethode deśeléments de frontière. En effet, eńeliminantV dans la formulation
intégrale (13) en utilisant la condition (34) et en discrétisant comme préćedemment, on obtient,

Gij Jj = H′ij (VSj− σjZ
′jJj). (35)
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Figure 8 : Définition des domaines dans le cas d’un problème non simplement connexe.

Ce probl̀eme lińeaire a le m̂eme degŕe de difficult́e que les pŕećedents. Il s’́ecrit,

G′′ij Jj = H′′ij VSj, (36)

où l’on a simplement, {
G′′ij = G′ij + σjZ′j H

′
ij ,

H′′ij = H′ij .
(37)

Il est remarquable de noter que cette technique se transpose directement aux conditions de flux
convectif pour un problème de conduction. Ces dernières s’́ecrivent,

Φ = h(T − Tamb) (38)

où Tamb est la temṕerature du fluide de refroidissement,T est la temṕerature de surface eth est
le coefficient d’́echange thermique. Sachant que le flux conductif s’écrit d’apr̀es le loi de Fourier
comme,

φ = −k
∂T
∂n
, (39)

où k est la conductivit́e thermique. On obtient la condition mixte pour les problèmes de thermique
analoguèa la condition d’imṕedance d’interface,

T = Tamb(x)− h
k
∂T
∂n

(40)

2.4 Problèmes sur des domaines non simplement connexes

Pour la simplicit́e de l’expośe, on se limitera au traitement d’un problème comprenant un
ensemble de domainesΩ2 inclus dans un domaineΩ1 les englobant complètement. De plus on
ne traitera que le problème de Dirichlet, toutes les variantes déjà expośees pouvant simplement
et directement se transposerà ce probl̀eme. En notant bien que la normaleà chaque domaine est
toujours orient́ee vers l’ext́erieur du domaine considéŕe, l’application des relations intégrales (8)
et (13)à chaque domaine donne,

∫
∂Ω1∪∂Ω2

V1
∂G
∂n1
−G

∂V1

∂n1
dS=


V1 x ∈ Ω1
1
2V1 x ∈ ∂Ω1 ∪ ∂Ω2
0 x /∈ Ω1

(41)

∫
∂Ω2

V2
∂G
∂n2
−G

∂V2

∂n2
dS=


V2 x ∈ Ω2
1
2V2 x ∈ ∂Ω2
0 x /∈ Ω2

(42)
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On peut́eliminer le potentiel des problèmes int́erieurs si on utilise les conditions de continuité
du potentiel et de la densité de courant aux interfaces (∂Ω2) et en tenant compte de la condition
aux limites de Dirichlet sur∂Ω1. Elles s’́enoncent,

V = VS x ∈ ∂Ω1 (43)

V1 = V2

σ1
∂V1

∂n1
+ σ2

∂V2

∂n2
= 0

 x ∈ ∂Ω2 (44)

En effectuant la combinaison linéaire deśequations (41) multiplíee parσ1 et (42) multiplíee
parσ2, on obtient,

∫
∂Ω1

(
V1
∂G
∂n1
−G

∂V1

∂n1

)
dS+

(
1− σ2

σ1

)∫
∂Ω2

V1
∂G
∂n1

dS=


1
2V1 x ∈ ∂Ω1

1
2

(
1 +

σ2

σ1

)
V1 x ∈ ∂Ω2

(45)

Cetteéquation int́egrale pŕesente le m̂eme niveau de difficulté qu’un probl̀eme de Dirichlet
sur le domaineΩ1. On remarque d’ailleurs que si les inclusions sont isolantes, (45) s’identifie
directement avec le problème de Dirichlet (14).

2.5 Optimisation d’un capteur densitoḿetrique capacitif

Un capteur̀a imṕedance doit mesurer le taux de présence de phases moyenné dans la section.
Il consiste principalement en une série d’́electrodes entourant la conduite où la mesure doit̂etre ef-
fectúee. Un capteur de géoḿetrie quelconque comme celui décrit à la figure 9 est̀a la fois sensible
au taux de vide et̀a sa distribution. Le taux de vide surfacique est défini par,

α =
AG

A
(46)

où α est le taux de vide,AG est l’aire de la section droite de la conduite occupée par le gaz etA
est l’aire de la section droite de la conduite. La méthode int́egrale aux frontìeres peut̂etre utiliśee
pour simuler le fonctionnement d’un capteur de taux de vide. Leséquations int́egrales peuvent
être ŕesolues par d́eveloppement sur une base de fonctions comme dans la méthode de Seager &
Bates (1985) ou bien résolues par la ḿethode deśeléments de frontière. Il ne faut pas ńegliger
que la th́eorie des fonction complexes fournit des solutions analytiques même pour des problèmes
mixtes non triviaux (Peytraud, 1995, Lemonnieret al. , 1991).

L’optimisation de la ǵeoḿetrie du capteur a pour objectif final de minimiser la sensibilité de
la mesure d’imṕedancèa la distribution des phases par un choix approprié

– de l’épaisseur de la chemiseéloignant leśelectrodes de la paroi intérieure du tube,

– de la taille deśelectrode d’excitation et de détection,θ1,

– de la fraction,m, de l’électrode de mesure utilisée pour la d́etection (le reste servant de
garde).

La figure 10 montre que le signal induit par la présence d’une inclusion dépend́enorḿement de
sa position si leśelectrodes sont choisies arbitrairement et le chemisage est inexistant. En revanche,
lorsque le chemisage possède unéepaisseur d’environ un rayon de conduite et que lesélectrodes
ont une taille appropriée, la sensibilit́e de l’appareil̀a une inclusion est̀a peu pr̀es ind́ependante de
la position.
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Figure 9 : Sch́ema d’une sonde capacitive comportant une chemisage diélectrique int́erieur de rayonb. L’ échelle de
longueur est le rayon de la conduite (cercle intérieur).β est la fraction angulaire de l’électrode utiliśee pour la mesure.
Le reste sert de garde. La position de l’inclusion est détermińee parr < 1 etφ.

Figure 10 : Réponse de la sonde pleine de liquide (ε = 2,25,θ1 = 67,5o) à la pŕesence d’une inclusion de gaz (ε = 1 )
de rayon 0,1 (taux de vide 1%) en fonction de sa position angulaire dans la sonde. A gauche,r = 0,8, à droiter = 0,5,
en haut pas de chemisage,b = 1, en bas chemisage (ε = 4) pŕesentb = 1,4.

Une autre ḿethode peut̂etre utiliśee pour s’assurer que la méthode de la particule test donne
un optimum raisonnable pour des valeurs de taux de vide significatives, c’est-à-dire, dans le cas
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Figure 11 : Illustration de la configuration de calcul permettant l’étude statistique des effets de distribution.

d’un grand nombre d’inclusions. Dans ce dernier cas on simule la réponse de la sonde pour plu-
sieurs, typiquement ici 200, distributions des phases de même taux de vide mais de répartition
diff érente (figure 11).

Pour chaque valeur du taux de vide, on effectue une statistique sommaire des résultats : moyenne
et écart type. La figure 12 montre nettement que pour des conditions analoguesà celles de la figure
10, la dispersion statistique des différents signaux peutêtre minimale pour certaines configuration
d’électrodes et d’épaisseur de chemisage diélectrique. L’avantage supplémentaire de cette tech-
nique d’optimisation est de fournir une estimation de l’incertitude de mesure, directement liéeà la
dispersion des résultats dus aux effets de distribution.

Figure 12 : Réponse du capteurà la distribution de taux de vide (chemisage,b = 1,4, ε = 4). Les croix repŕesentent la
moyenne statistique et les triangles sont sépaŕees de 2́ecarts types et donnent une indication de la dispersion statistique.
(a) petiteśelectrodes de mesure,θm = 15◦, β = 1, (b) optimum obtenu :θm = 82,5◦ et β = 10/12. En trait plein
l’approximation de Bruggeman-Hanaı̈ bidimensionnelle.

2.6 Un problème inverse : la tomographie d’imṕedance

Le probl̀eme de la reconstruction tomographique est un problème inverse qui se formulèa
partir du probl̀eme direct de la conductiońelectrique dans un milieu non homogène (Ω). En raison
de la loi d’Ohm et de la conservation du courant, le potentielélectrique satisfait le problème de
Dirichlet suivant,
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Figure 13 : Exemples de reconstructions tomographiques. Inclusionsà reconstruire : hachures obliques, inclusions de
départ pour la reconstruction : hachures verticales, milieu reconstruit : ligne continue. Les cercles représentent le colo-
garithme de la norme de la différence entre les données et la ŕeponséelectrique du milieu. Les triangles représentent le
cologarithme de la norme des corrections des paramètres du milieu. 16́electrodes d’excitation, A gauche reconstruc-
tion avec un bruit relatif de 5.10−3 sur les donńees. A droite reconstruction d’un lieu contenant 10 inclusions avec 15
inclusions au d́emarrage.
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Figure 14 : Reconstruction ŕeussie de donńees bruit́eesà gauche et reconstruction incorrecte de données id́ealesà
droite. La fonction objectif atteint le m̂eme seuil apr̀es convergence dans les deux cas. Aucun critère objectif ne permet
ici de discriminer les deux situations ni de déterminer la plus vraisemblable. Pour la signification des symboles voir le
légende de la figure 13.

∇.(σ∇V) = 0 x ∈ Ω , etV = VS, x ∈ ∂Ω, (47)

où VS est le potentiel excitant le milieu. La résolution de ce problème aux limites fournit la densité
de courantj qui ne d́epend que de la distribution de conductivité du milieu. SoitΛ, l’opérateur
linéaire permettant de calculer la densité de courant̀a la frontìere ŕesultant de l’application du
potentielVS,

Λ(σ) : VS−→ j (48)

L’opérateurΛ caract́erise entìerement le comportementélectrique du milieu et le problème de
la tomographiéelectrique consiste simplementà d́eterminerσ connaissantΛ(σ).

Peytraud (1995) conclut de l’analyse des travaux existants que le mauvais conditionnement du
probl̀eme direct mis eńevidence par de nombreusesétudes nuḿeriques et analytiques impose de
contraindre la solution et d’exploiter l’ensemble des informations disponibles : en particulier, les
écoulements diphasiques isothermes ont des propriét́es électriques uniformes par morceau. Ces
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constatations conduisent naturellementà sch́ematiser le milieu par un ensemble d’inclusions cir-
culaires plonǵees dans un milieu continu.

Dans le cadre de ces contraintes, le potentiel est harmonique dans les inclusions et dans le mi-
lieu continu qui les englobe. Le problème direct a donc naturellementét́e ŕesolu par une ḿethode
d’éléments de frontière.

Le probl̀eme inverse expriḿe comme un problème d’optimisation non lińeaire ńecessite le cal-
cul de la sensibilit́e de la ŕeponséelectrique aux variations du domaine. Lemonnier & Peytraud
(1996) ont montŕe en utilisant une technique de perturbation régulìere que ces sensibilités sont
solutions d’un probl̀eme aux limites possédant les m̂emes caractéristiques que le problème direct.
Les sensibilit́es sont donc implicitement contenues dans la solution du problème direct. Ainsi est-il
inutile de les estimer par différences finies ce qui aurait nécessit́e de ŕesoudre autant de problèmes
directs voisins du problème initial qu’il y a de param̀etres pour d́ecrire le milieu.

Des exṕeriences nuḿeriques ont montŕe que l’algorithme mis au point pouvait reconstituer des
donńees bruit́ees de façon satisfaisante ainsi que des situations comportant un nombre d’inclusions
proche du maximum th́eorique. Quelques exemples sont donnés aux figures 13 et 14. La conver-
gence des it́erations et en particulier la grande sensibilité des ŕesultats aux conditions initiales a
ét́e ŕesolue en ŕegularisant l’oṕerateur d’it́eration de façon adaptative par une décomposition en
valeurs singulìeres. Ce point est mentionné par Lemonnier & Peytraud (1998).

2.7 Analyse de la stabilit́e d’une interface

Canot (1989) a traité deux probl̀emes d’́ecoulement̀a surface libre par la ḿethode deśeléments
de frontìere. La premìere application est la modélisation de la formation et de l’échappement d’une
bulle à la sortie d’un orifice circulaire plongé sous une lame d’eau d’épaisseur donńee. Canot
montre que ce problème instationnaire peutêtre ŕesolu par une ḿethode d’avancement en temps
où, à chaque pas de temps, le potentiel des vitesses satisfait un problème de Dirichlet. Les bilans
aux interfaces fournissentà chaque pas de temps les déplacements de l’interface et les valeurs du
potentiel sur la frontìere pour le pas de temps suivant.

Ce probl̀eme aux limites est axisyḿetrique et le calcul des coefficients d’influence est effectué
selon la proćedure d́ecrite par Hess & Smith (1967). Leséléments consid́eŕes sont des troncs de
cônes et l’int́egration azimutale peutêtre ex́ecut́ee analytiquement tandis que l’intégration selon
la méridienne est ex́ecut́ee nuḿeriquement.

Une int́egration de Gauss suffit en géńeral mais un d́eveloppement est nécessaire pour cal-
culer le termes d’autoinfluence. Hess & Smith (1967) proposent pour certains noyaux particu-
liers de l’́equation de Laplace une procédure que l’on peut adapter pour toutes leséquations
intégrales ŕesolues sur des géoḿetries axisyḿetriques. Il faut noter que certains auteurs comme
Brebbia & Dominguez (1989) ou Bonnet (1995) recommandent plutôt des formules de quadrature
numériques sṕecialiśees pour des intégrales faiblement singulières.

L’exemple suivant illustre la technique de développement de Hess & Smith (1967). Soitr et z
les coordonńees du point de collocation sur la méridienne du contour etr ′ etz′ les coordonńees du
point courant sur l’́elément. Les coefficients d’influence de l’équation de Laplace, après int́egration
selon la direction azimutale s’écrivent,

−4πGij =
∫ si+1

si

4r ′K(k)√
(z− z′)2 + (r + r ′)2

ds (49)
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où s est l’abscisse curviligne le long de la méridienne,K est l’intégrale elliptique complète de
premìere esp̀ece etk est son module dont la valeur est,

k2 =
4rr ′

(z− z′)2 + (r + r ′)2 (50)

Lors du calcul de l’autoinfluence (i = j), le modulek tend vers 1 et l’int́egrande n’est plus
borńe. Sur un segment donné de la ḿeridienne dont le point de collocation est le centre et de pente
estα, on a,

r = r ′ + ssinα
z = z′ + scosα

(51)

En substituant ces expressions dans les définitions des coefficients (49) et (50), on fait apparaı̂tre
un petit param̀etreu défini par,

u,
s
r

(52)

où s est l’abscisse curviligne dont l’origine est placée au centre de l’élément. Toutes les expres-
sions,k, K se d́eveloppent en fonction de ce petit paramètre. On obtient en fin de compte,

− 4π
ddGij

du
= 2r

(
1
2

usinα+
1
16

u2 + O(u3)

+ ln(
u
8

)(−1− 1
2

usinα+ (
1
16

+
1
8

sin2α)u2 + O(u3))
)

(53)

Au centre de l’́elément,u tend vers 0, l’int́egrande n’est donc pas borné. La singularit́e n’étant
que logarithmique, elle estévidemment int́egrable et on obtient,

− 4πGij = 2r

(
2v + (

1
36
− 1

36
sin2α)v3 + O(v5)

+ ln(
v
8

)(−2v + (
1
24

+
1
12

sin2α)v3 + O(v5)
)

(54)

où le param̀etrev se d́eduit de la longueur de l’élémentd par,

v,
d
2r

(55)

La pŕecision nuḿerique du ŕesultat d́epend de l’ordre de troncature des développements. Ainsi
Hess & Smith (1967), limitant leurs développements̀a trois termes, ne peuvent pas assurer une
précision suffisante sur les parties des domaines proches de l’axe où v n’est pas ńecessairement
très petit devant 1. Les trois premiers termes de (53) peuvent s’obtenir sans trop de risque d’erreur
mais la syḿetrie de l’intervalle d’int́egration ńecessitant deux termes supplémentaires̀a chaque
nouveau terme dans (54), il est fortement recommandé d’utiliser un outil de calcul formel.

La figure 15 donne un exemple de simulation de la formation d’une bulle sur un orifice cir-
culaire. Le calcul permet de déterminer la ṕeriode de bullage, d́etermińee par le pincement de
l’interface, ainsi que le volumèa l’instant du d́etachement.

La figure 16, donne un exemple de simulation de l’instabilité de Rayleigh-Taylor, d’après Ca-
not (1989) par une technique analogueà celle utiliśee pour la simulation du bullage. On remarque
que des formes très ŕealistes d’interface peuventêtre d́ecrites. On imagine difficilement l’utilisa-
tion d’une ḿethode d’́eléments finis pour d́ecrire ce probl̀eme dont l’interface a pour vocation de
s’enrouler ind́efiniment. Le fait de n’avoir qu’une seule interfaceà traiter permet dans chacun de
ces deux cas de mettre en oeuvre un remaillage périodique de l’interface afin de suivre fidèlement
l’ étirement de l’interface.
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Figure 15 : Simulation du bullage selon Canot (1989)

Figure 16 : Instabilit́e de Rayleigh Taylor axisyḿetrique simuĺee par la ḿethode deśeléments de frontière, d’apr̀es
Canot (1989). D́etail du maillage.
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3 La méthode des singularit́es pour lesécoulements potentiels

3.1 Equation intégrale pour la vitesse

L’approche pŕesent́ee jusqu’̀a pŕesent est représentative des formulations directes d’une méthode
deséquations int́egrales. Elle est caractéristique des problèmesélectromagńetiques. La formula-
tion indirecte, une fois discrétiśee, produitégalement un système lińeaire. Elle s’appuie sur la
possibilit́e d’adjoindre, lorsque ce dernier est non essentiel, un problème int́erieur auxiliaireVi au
probl̀eme ext́erieurVe que l’on cherchèa ŕesoudre. En combinant les identités (8) et (13)́ecrites
d’une part pour le domaine intérieur et d’autre part pour le domaine extérieur on obtient,

∫
∂Ω

(Vi − Ve)
∂G
∂n

dS−
∫
∂Ω

G

(
∂Vi

∂n
− ∂Ve

∂n

)
dS=


Vi(x) x ∈ Ω

1
2Vi(x) + 1

2Vi(x) x ∈ ∂Ω
Ve(x) x /∈ Ω

(56)

où les indicesi et e se rapportent respectivement au domaine intérieur (Ω) et à son ext́erieur et
ou n est la normale extérieureà (Ω). La combinaison appropriée d’un probl̀eme int́erieur et d’un
probl̀eme ext́erieur est une technique répandue qui permet, en outre, par application de condi-
tionsah hocsur∂Ω , d’éliminer le probl̀eme int́erieur quand il ne participe pas explicitement au
probl̀eme physique. C’est un avantage indiscutable des méthodes deśequations int́egrales dont
on profite lors du calcul de la distribution de potentiel d’un milieu contenant des inclusions. Dans
d’autres cas, le problème ext́erieur nous est totalement indifférent, on peut alors le choisir de façon
à simplifier la formulation, c’est-à-dire faire disparâıtre une des deux intégrales dans l’équation
(56) ce qui permet d’amenuiser l’effort numérique. En choisissant par exemple un champ extérieur
ou auxiliaire tel que,

Ve = Vi (57)

on obtient une formulation typiquement utilisée pour la solution de certains problèmes hydrody-
namiques, ∫

∂Ω
Gσ(x′)dS= V(x), x ∈ Ω (58)

où σ est la fonction inconnue, une distribution de simple couche ainsi nommée par analogie au
potentielélectrique engendré par une distribution de charge surfacique. La résolution du probl̀eme
de Dirichlet et le calcul du champ intérieur ne sont alors obtenus qu’avec une seuleévaluation
d’intégrale. D’autres critères peuvent procéderà la d́etermination implicite du champ intérieur.
Il peuventêtre d’origine nuḿerique et viser, par exemple,à minimiser l’erreur de troncature du
sch́ema nuḿerique (Hunt & Semple, 1980). Cette formulation est employée pour la ŕesolution de
certains probl̀emes inverses de ḿecanique des fluides (écoulement avec cavitation).

Lesécoulements potentiels autour d’obstacles donnent souvent lieuà des probl̀emes de Neu-
mann, car c’est le plus souvent la composante de la vitesse normaleà Ω qui est impośee. En
prenant le gradient de l’équation 56, on montre que le champ de vitesse,v, est engendré par une
distribution de sources, ∫

∂Ω
σ(x′)∇GdS= v(x), x ∈ Ω, x /∈ ∂Ω (59)

L’ écriture de la condition aux limites de Neumann permet d’obtenir l’équation de Fredholm
de seconde espèce dont est d́eduite la distribution de sources. Compte tenu de la discontinuité de
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l’int égrale au passage de la frontière∂Ω , on obtient une formulation qui s’apparente en deux
dimensions̀a celle obtenue par la théorie des fonctions analytiques :

1
2
σ(x) + n.

∫
∂Ω
σ(x′)∇GdS′ = v(x).n(x), x ∈ ∂Ω (60)

Lemonnier & Rowe (1988) ont utiliśe une formulation int́egrale transposablèa des calculs
d’hélice (tridimensionnels) ou d’écoulement axial autour d’objets présentant une syḿetrie de
révolution. La ḿethode retenue est basée sur la formulation indirecte (56) où le probl̀eme auxiliaire
reste non d́efini. Le champ de vitesse est alors engendré par une distribution de simple couche et
une distribution de double couche. En utilisant l’équivalence, des doublets normaux potentiels et
des vortex potentiels (perpendiculaires au plan ou en anneau ou boucle pour lesécoulements axi-
symétriques), on montre que le champ de vitesse est engendré par une distribution de sources,σ,
et de vortex,γ. L’analogie avec l’́electromagńetisme est frappante,

v(x) = v∞ +
∫
∂Ω
σ(x′)∇GdS′ +

∫
∂Ω

kγ(x′)×∇GdS′ (61)

où le vecteurk unitaire est soit normal au plan de l’écoulement bidimensionnel soit dirigé selon la
direction azimutale dans le cas axisymétrique. L’avantage de ces deux types de distributions parti-
culières est de jouer des rôles analogues vis-à-vis des conditions de vitesse normales et de vitesse
tangentielles (pression). Dans chaque cas on aboutità uneéquation de Fredholm de deuxième
esp̀ece pour la ŕepartition de singularité correspondante.

Il convient de rappeler que ces distributions ne sont pas uniques car elles correspondentà un
probl̀eme auxiliaire arbitraire. Elles sont en revancheéquivalentes math́ematiquement, c’est-à-dire
qu’elles engendrent toujours le même champ de vitesse dans le domaine principal. Ce n’est plus
le cas lorsque leśequations sont discrétiśees. Des exemples simples (figure 17) montrent que la
distribution de pression,à maillage donńe, est sensible au choix de la distribution de tourbillonsγ,
et qu’en particulier certaines sont meilleures que d’autres. En particulier, l’une des meilleures est
la distribution uniforme de tourbillons sur∂Ω (figure 18). La valeur de la constante est obtenue en
ajoutant auxn équations de collocation la condition de Joukowski exprimant le non contournement
du bord de fuite du profil. Cette condition ferme le système et permet de calculer la portance.

3.2 Minimisation des erreurs nuḿeriques

Une analyse du comportement local des intégrales (61) montre que l’influence immédiate des
distributions de singularités en un point du profil, sur uńelément d’arc de longueurd, s’exprime
par,

vs(x) = −4dσ′(x)t +
(

2π +
2d

R(x)

)
σ(x)n

vt(x) =
(

2π +
2d

R(x)

)
γ(x)t + 4dγ′(x)t

(62)

où R est le rayon de courbure de l’arc, la dérivation s’effectue selon l’abscisse curviligne et les
indicesset t se rapportent respectivement aux sources (resp. tourbillons) c’est-à-direà la premìere
(resp. deuxìeme) int́egrale de l’́equation 61. L’́equation 62 montre que les sources engendrent prin-
cipalement en champ de vitesse normalà l’élément alors que les tourbillons le font dans le plan
tangent. Il y a cependant un effet proportionnelà la variation des singularités qui se manifeste dans
la direction orthogonalèa la direction principale. Les termes du premier ordre end repŕesentent
en fait la partie principale de l’erreur de discrétisation. Laminimisationde ces termes permet de
fermer le probl̀eme de l’́ecoulement sans cavitation et fournit la distribution de tourbillons qui
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Figure 17 : Comparaison du coefficient de pression calculé sur un profil fin (2,5% d’́epaisseur relative) par la méthode
intégrale,⊕, et une solution analytique obtenue par transformation conforme (trait continu). A droite, tourbillon plutôt
concentŕe sur l’avant,̀a gauche tourbillon plutôt concentŕe vers l’arrìere.Cz est le coefficient de portance calculé. La
solution analytique est

Figure 18 : Comparaison du coefficient de pression calculé sur un profil fin (2,5% d’́epaisseur relative) par la méthode
intégrale,⊕, et une solution analytique obtenue par transformation conforme (trait continu). A droite, tourbillon
constant, c’est̀a dire le mod̀ele le plus ŕepandu et̀a gauche tourbillon calculé par la ḿethode de minimisation.Cz

est le coefficient de portance calculé par cette ḿethode est obtenùa 1% pr̀es.

assurea priori la meilleure pŕecision (figure 18).

La mise en oeuvre pratique est simple et procède en deux temps. Des procédures de maillage
ont ét́e d́evelopṕees pour minimiser l’erreur d’origine géoḿetrique qui est d’ailleurs proportion-
nelle à l’angle que font deux́eléments successifs entre eux (Lemonnier, 1984). Puis dans un
deuxìeme temps, il s’agit de minimiser le produit du gradient des singularités par la taille de
l’ élément soit, au premier ordre, les différences entre les valeurs successives des singularités d’un
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Figure 19 : Evolution de la cavitation sur un profil plan parabolique de 10% d’épaisseur relative, pour des incidences
croissantes : 1, 2 et 3◦. A gauche, formes des poches,à droite profils de pression en fonction de l’abscisse curviligne,
le long du profil dans le sens trigonométrique direct.

élémentà l’autre. On d́efinit un vecteur erreurE,

E , (σ2− σ1,σ3− σ2, · · · ,σn− σn−1,γ2− γ1,γ3− γ2, · · · ,γn− γn−1) (63)

qui s’exprime lińeairement par rapport aux inconnues discrètes du probl̀eme, les 2n valeurs des
sourcesσi , et des tourbillons,γi , regrouṕees dans un vecteurx. Tous les probl̀emes ainsi discrétiśes
sont de simples problèmes de minimisation sous contraintes que l’on résout simplement parélimination.

Ax = L
E = Hx, ||E||minimum.

(64)

3.3 Ecoulements potentiels avec cavitation

La méthode retenue permet de résoudre une grande diversité de probl̀emes inverses comme par
exemple celui de la d́etermination de la forme des poches de cavitation. Les poches de cavitation
sont consid́eŕees comme des zonesà pression constante inconnue. On se donne, une estimation
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initiale de la forme de la poche et en particulier un point de détachement et un point de recol-
lement sur le profil. Leśequations de collocation utilisées sont des conditions d’imperméabilit́e
sur la partie mouilĺee du profil (vitesse normale) et des conditions de pression (vitesse tangente)
sur la partie cavitante. Tant que le problème n’a pas convergé, la cavit́e est une lignèa pression
constante mais pas encore une ligne de courant. Une condition nécessaire pour qu’il en soit ainsi
est la nullit́e du d́ebit à travers cette surface. Cette condition, qui s’exprime linéairement vis-̀a-vis
des valeurs discrètes des inconnues est ajoutée aux conditions de collocation età la condition de
Joukowski. Leśequations de minimisation ferment le problème.

A l’issue d’une it́eration de ce calcul, on obtient la ligne de courant qui part du point de
détachement et qui nécessairement se referme au point de recollement par une simple intégration
du champ de vitesse. La nouvelle forme sertà nouveau d’estimation jusqu’à ce qu’elle devienne
effectivement une ligne de courantà pression constante. Il faut entre 5 et 10 itérations pour obtenir
une solution stable. Un exemple de calcul bidimensionnel avec une ou plusieurs poches de cavita-
tion est pŕesent́e à la figure 19. Les plateaux visibles sur les profils de pression correspondent aux
cavit́es (Lemonnier, 1984).

La robustesse de l’algorithme permetégalement de calculer desécoulements axisyḿetriques
verticaux òu la gravit́e est significative. On montre alors (Lemonnier & Rowe, 1988) que la condi-
tion de pression devient d’autant plus non linéaire que les vitesses sont faibles ce qui n’empêche
pas l’algorithme de converger, les conditions non-linéaires se v́erifiant progressivement au cours
des it́erations. Une validation par des données exṕerimentales obtenues sur un prototype a montré
la qualit́e du mod̀ele.

4 La méthode deśeléments de frontìere pour l’ équation de Stokes

4.1 Equation intégrale pour le champ de vitesse

Lesécoulements̀a faible nombre de Reynolds sontégalement d́ecrits par deśequations lińeaires.
Les champs de vitesse et de pression satisfont les bilans locaux de masse et de quantité de mou-
vement quìa la suite d’un choix d’́echelles appropriées, et dans l’hypothèse d’́ecoulement station-
naire s’expriment par :

∇2v−∇p = 0 , x ∈ Ω (65)

∇ � v = 0, x ∈ Ω (66)

où v est le champ de vitesse etp est le champ de pression. Il est possible ici d’obtenir une solution
fondamentale deśequations de Stokes et de transformer ce système diff́erentiel en une relation
intégrale. Cette th́eorie est duèa Ladyzhenskaya (1969) puis fut rendue populaire par l’article de
Youngren & Acrivos (1975), YA dans ce qui suit. La solution fondamentale satisfait leséquations
suivantes,

∇2uk −∇qk = ekδ(x− y), x ∈ Ω (67)

∇ · uk = 0, x ∈ Ω (68)

et des conditions aux limites homogènes̀a l’infini. Elle se d́eduit aiśement de la fonction de Green
de l’équation de Laplace par dérivation et int́egration,

qk =
−1
4π

(xk − yk)
r3 , uik =

−1
8π

(
δij

r
+

(xi − yi)(xk − yk)
r3

)
(69)
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où r est la distance entrex et y. La solution fondamentale représente le champ de vitesseuk et de
pressionqk induit par une force ponctuelle unité, de directionek appliqúee eny. On obtient une
formulation int́egrale analoguèa l’identité de Green pour l’équation de Laplace en procédant de
la même façon que pour l’établissement de cette dernière. On multiplie l’́equation (67) parv et
l’ équation (65) paruk puis apr̀es avoir soustrait on intègre sur le domaineΩ (figure 1) pour obtenir
pour toute valeurs dek,

∫
∂Ω

v · T(uk) · n dSy−
∫
∂Ω

uk · T(v) · n dSy =


v(x), x ∈ Ω
1
2

v(x), x ∈ ∂Ω

0, x /∈ Ω

(70)

oùT est le tenseur des contraintes déduit du champ de vitesse et de pression par,

Tij (v) , −δij p +
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi
(71)

Finalement on obtient la formulation intégrale finale en remplaçant dans (70) la solution fon-
damentale par sa valeur (69). Puis, en explicitant les composantes du résultat on obtient,

∫
∂Ω

Kijk(x,y)vj(y)nk(y) dSy−
∫
∂Ω

Jij (x,y)fj(y) dSy =


vi(x), x ∈ Ω
1
2

vi(x), x ∈ ∂Ω

0, x /∈ Ω

(72)

où fj = niTij (v) est la contrainte normale appliquée au fluide par la frontière,Jij est le stokeslet
(simple couche) d́ejà d́efini à l’équation (69) etKijk est la distribution de double couche,

Kijk , Tij (uk) =
−4
3π

(
(xi − yi)(xj − yj)(xk − yk)

r5

)
(73)

L’ équation (70) représente la formulation directe desécoulements visqueux et permet, comme
les équations (8) et (13) pour l’équation de Laplace, de résoudre le problème de Dirichlet (vi-
tesse connue sur la frontière, contraintes normalesà d́eterminer) ou le problème de Neumann
(contraintes connues sur la frontière, vitessèa d́eterminer). Dans le premier cas, on obtient une
équation de Fredholm de première esp̀ece dont la solution est détermińee à λn près (òu λ est
simplement la constante arbitraire avec laquelle la pression est détermińee), tandis que pour le
probl̀eme de Neumann on obtient uneéquation de Fredholm de deuxième esp̀ece dont la solution
est unique.

Les ḿethodes appliqúees̀a l’équation de Laplace sont entièrement transposables aux problèmes
de Stokes. En particulier, la formulation indirecte des problèmes de Stokes s’obtient en adjoignant
un probl̀eme auxiliaire arbitraire au problème int́erieur. Ainsi, en choisissant bien le champ auxi-
liaire, on peut engendrer le champ de vitesseà l’aide d’une seule distribution de simple ou de
double couche. De m̂eme pour un problèmeà deux fluides possédant des frontières libres, on peut
également́eliminer l’un des deux domainesà l’aide des bilans de masse et de quantité de mouve-
ment aux interfaces.

La méthode deśeléments de frontière permet́egalement la ŕesolution nuḿerique deśequations
intégrales (70). La seule différence avec l’́equation de Laplacéetant le caractère vectoriel des in-
connues. Sur chaquéelément, il y a deux inconnues vectorielles soit six inconnues scalaires au
lieu de 2 et, en chaque point de collocation, on a une relation intégrale vectorielle soit 3 relations
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scalaires au lieu d’une. Les coefficients d’influence s’obtiennent exactement par les mêmes tech-
niques que pour l’́equation de Laplace et notamment pour les problèmes axisyḿetriques. L’effort
de calcul est cependant singulièrement accru puisque le nombre d’intégrales singulìeresà calculer
passe de 3 pour l’équation de Laplacèa 9 pour leśequations de Stokes ce qui justifie pleinement
le recours au calcul formel. Pozrikidis (1992) détaille la formulation ǵeńerale et la mise en oeuvre
pratique de cette ḿethode.

La premìere mise en oeuvre de la technique a consisté à d́eterminer les contraintes induites par
l’ écoulement d’un fluide visqueux sur un corps axisymétrique, comme l’avaient fait YA. La formu-
lation directe aboutit̀a uneéquation de Fredholm de première esp̀ece pour les contraintes. Cette
technique produit une système lińeaire discŕetiśe non inversible ce que n’avaient apparemment
pas observ́e YA. En effet la pression n’apparaissant que par son gradient dans (65), la solution
de l’équation int́egrale n’est d́efinie qu’̀a une constante près pour la pression,p0. Les contraintes
sont donc calculéesà−p0n près. Il faut explicitement projeter (au sens des fonctions) l’équation
intégrale orthogonalementà son noyau (n) pour obtenir une solution nuḿerique. On peut, soit
supprimer unéequation de collocation, qui de toute façon est redondante puisque le système est
non inversible, et la remplacer par uneéquation qui śelectionnep0, soit, tout simplement,́eliminer
numériquement le noyau de l’opérateur lińeaire par d́ecomposition en valeurs singulières (Press
et al. , 1992). Les solutions ainsi obtenues se confondent avec les résultats de YA et les solutions
analytiques de ces problèmes. Cette apparente différence avec les travaux de YA n’était pas injus-
tifi ée puisqu’elle a, en fait, suscité de ces auteurs, la rédaction d’un corrigendum un an plus tard
(peu convainquant d’ailleurs). Cela démontre de plus que notre procédure nuḿerique est de bonne
qualit́e.

D’autres auteurs comme Martinez (1989) ou Tullock (1993) ont mis en oeuvre ces méthodes en
3D axisyḿetrique ou non. Leur technique est basée sur une int́egration nuḿerique des coefficients
d’influence. Rocchi Tavares (1992) a utilisé la ḿethode du d́eveloppement de Hess & Smith (1967)
et trait́e de plus des problèmes axisyḿetriques posśedant un plan de syḿetrie en utilisant la solution
fondamentale de Blake (1971).

4.2 Problème de Dirichlet pour la vitesse

La pŕecision nuḿerique deśevaluations deśequations int́egrales est confirḿee par Sabry &
Lemonnier (1995) qui ont résolu un probl̀eme de Dirichlet et un problème mixte sur l’int́erieur
d’un cylindre. Ces solutions nuḿeriques sont comparéesà des solutions analytiques obtenues par
séparation des variables et par d’autres techniques d’équations int́egrales (Sabry, 1984). Cette
étudeà permis de valider le modèle nuḿerique de Stokes axisyḿetrique et en particulier montre
l’excellent comportement de la ḿethode deśeléments de frontière au voisinage des singularités
géoḿetriques. Par exemple, le problème de Dirichlet s’́ecrit,∫

∂Ω
Jij (x,y)fj(y) dSy =

∫
∂Ω

Kijk(x,y)vj(y)nk(y) dSy−
1
2

vi(x), x ∈ ∂Ω (74)

où la vitesse est connue et les contraintes inconnues. La discrétisation de l’́equation 74 par une
méthode de collocation conduità la ŕesolution d’un syst̀eme lińeaire entìerement analoguèa ceux
obtenus pour l’́equation de Laplace (16) et (27),

Jlm
ij f m

j =
1
2

vl
i − K lm

ijk nm
k um

j (75)

où les indices i, j et k prennent la valeur 1 dans la direction axiale, et 2 dans la direction radiale
et les indices l et m varient entre 1 et n, le nombre d’éléments sur la ḿeridienne du domaine. Les
probl̀emes mixtes se traitent comme pour l’équation de Laplace.
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4.3 La déformation des masses fluides en mouvement

Lorsque deux milieux sont en mouvement, par exemple lorsqu’une masse liquide, comme une
goutte, se d́eplace en se d́eformant sous son propre poids dans un autre liquide, dans l’hypothèse
des faibles vitesses, lesécoulements intérieurs et ext́erieursà la goutte satisfont leśequations de
Stokes. Si on d́ecide de nommer,Ω1, le domaine ext́erieur et,Ω2, le domaine int́erieur et,n, la
normaleà l’inclusion diriǵee vers l’ext́erieur de la goutte, leśequations de Stokes dans chaque
phase doivent̂etre satisfaites avec les bilans de masse et de quantité de mouvement aux interfaces.
En absence de changement de phase, le bilan de masse et la condition d’adhérence imposent,

v1 = v2 = vS, x ∈ ∂Ω (76)

où vS est la vitesse commune des fluidesà l’interface. Le bilan de quantité de mouvement̀a l’in-
terface relie les contraintes normales et la tension de surface par,

n.T2− n.T1 = −σn · ∇S · n− n(ρ1− ρ2)gz, x ∈ ∂Ω (77)

oùσ est le coefficient de tension superficielle,ρ est la masse volumique et g est l’intensité de la pe-
santeur. On notera que lorsque la forme de la goutte est connue, le membre de droite de l’équation
(77) est connu.

La suite de la formulation est identiqueà celle expliqúee au paragraphe 2.4 pour l’équation de
Laplace. On effectue une combinaison linéaire deśequations int́egraleśecrites sur la surface pour
chaque domaine. Puis en utilisant les bilans aux interfaces, on obtient uneéquation de Fredholm
de deuxìeme esp̀ece pour la vitesse sur la surface,

1
2

vSj(x)− λ− 1
λ+ 1

∫
∂ΩKijk(x,y)vSi(y)nk(y) dSy = − 1

λ+ 1

∫
∂Ω

Jij (x,y)∆fj(y) dSy, x ∈ ∂Ω

(78)

où λ est le rapport des viscositésµ2/µ1 , et l’exc̀es de contrainte,∆f , est d́eduit du bilan de
quantit́e de mouvement et est donné par,

∆f = − n
Ca
∇S · n−

3
2

2 + 3λ
1 + λ

nz (79)

où Caest le nombre de capillarité baśe sur l’́echelle de vitesse du problème : la vitesse d’Hadamard
du globule sph́erique de m̂eme volume, dont le rayon estRS. Ce nombre et la vitesse sont données
par,

U =
2
3

R2
Sg

ν1

∣∣∣∣ρ2− ρ1

ρ1

∣∣∣∣ 1 + λ

2 + 3λ

Ca =
µ1U
σ

(80)

En se donnant une forme initiale, il est possible de calculer la vitesse du fluideà la surface en
résolvant (78). En utilisant la condition cinématique (d́eduite des bilans de masse), on obtient le
déplacement des points de l’interface :

dx
dt

= nvS · n (81)

Cette dernìereéquation permet de calculer l’évolution de la forme et d’avancer en temps. La
figure 20 donne un exemple de calcul de la déformation d’une goutte d’huile de ricin tombant dans
de l’huile de silicone. Une comparaison avec des données exṕerimentale, portant notamment sur
la détermination du nombre de capillarité critique contr̂olant la stabilit́e de la forme sph́erique a
ét́e pŕesent́ee par Hervieuet al. (1992).
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Figure 20 : Evolution d’une forme d’interface pour une goutte visqueuse tombant dans un liquide autre liquide vis-
queux, d’apr̀es Hervieuet al. (1992)
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5 La méthode deśeléments de frontìere pour l’ équation de diffusion

Certains probl̀emes inverses sont mal conditionnés, c’est le cas notamment de la reconstitu-
tion du flux de chaleur sur une paroi inaccessible. Dans ce type de situation, il faut reconstruire des
conditions aux limites sur une partie de la frontière du domaine tandis que sur l’autre partie on dis-
pose en ǵeńeral d’une condition aux limites surnuméraire. D’autres problèmes inverses sont cou-
ramment ŕesolus. Alifanov (1994) en propose une classification et avec Becket al. (1985, 1992)
passent en revue les différentes techniques de résolution et de ŕegularisation de ces problèmes. Les
avantages de précision et de simplicit́e des ḿethodes d’́eléments de frontière en font une ḿethode
de choix pour la ŕesolution des problèmes inverses (Ingham & Yuan, 1994).

Le traitement de la reconstitution du flux de chaleur sur une paroi inaccessible est encore,
même dans des situations bidimensionnelles, un sujet en intense développement. Des travaux
récents ont́et́e publíes par exemple par Pasquetti & Petit (1995) et Hanet al. (1995). Le probl̀eme
inverse repose sur la résolution d’un probl̀eme direct auquel est associé une ḿethode d’identifica-
tion qu’il faudra ŕegulariser. L’expośe qui suit est limit́e à la mise en oeuvre de la procédure de
calcul direct et fait de larges empruntsà Lagier (1996).

5.1 Equation intégrale pour le champ de temṕerature instationnaire

La formulation int́egrale de la diffusion de la chaleur résulte directement du caractère lińeaire
de l’équation de diffusion de la chaleur,

ρc
∂T
∂t

= ∇ � (k∇T) + g (82)

où ρ est la masse volumique du milieu,c est la chaleur sṕecifiqueà pression constante,k est la
conductivit́e thermique etg est la distribution de sources volumiques. Lorsque la conductivité ther-
mique ne d́epend que de la température, on obtient unéequation dans le cas stationnaire et presque
linéaire dans le cas instationnaire en effectuant le changement de variable suivant (transformée de
Kirchhoff) :

φ(T) =
∫ T

T0

k(T) dT (83)

où T0 est une temṕerature de ŕeférence d́efinie arbitrairement. L’́equation de diffusion en absence
de source de chaleur devient,

1
α

∂φ

∂t
= ∇2φ (84)

où α est la diffusivit́e thermique du matériau d́efinie par,

α =
k
ρc

(85)

Dans certains cas, la diffusivité thermique a une moindre sensibilité à la temṕerature que la
conductivit́e thermique et (84) représente un mod̀ele tr̀es acceptable.

Comme dans les chapitres préćedents, la formulation intégrale repose sur l’existence d’une
solution particulìereà l’équation de diffusion : la fonction de Green de l’opérateur de diffusion.
La fonction de Green instationnaire au pointx′ et à l’instanttF assocíeeà l’équation de la chaleur
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instationnaire est solution de,

∆Gt(x,x′|t,tF) +
1
α

∂

∂t
Gt(x,x′|t,tF +

1
α
δ(x− x′)δ(t − tF) = 0 (86)

lim
|x|→∞

∣∣Gt(x,x′|t,tF)
∣∣ = 0 (87)

où x est le point d’observation etx′ est le point source ett est l’instant d’observation ettF est
l’instant òu la source est activée. Cette fonction de Green est connue et s’écrit analytiquement
(Morse & Feshbach, 1953),

Gt(x,x′ |t,tF) =
1

(4πατ )
d
2

exp(− r2

4ατ
)H(τ) (88)

où r est la distance entrex et x′, τ est l’intervalle de temps entret et tF ( τ = tF − t ), d est la
dimension d’espace du problème etH(τ) est la fonction de Heaviside définie par,

H(τ) =
{

1, t ≤ tF
0, t > tF

(89)

Gt(x,x′|t,tF) correspond̀a la distribution de temṕerature cŕeée par une source ponctuelle et
impulsionnelle d’intensit́e 1/α , à la différence pr̀es que l’́echelle des temps est inversée. Rama-
chandran (1994) montre que la fonction de Green est solution du problème adjointà celui de
l’ équation de la chaleur instationnaire, ce qui explique l’origine de cette inversion de l’échelle des
temps.

La formulation int́egrale s’obtient en appliquant la deuxième formule de Green aux fonctions
φ etGt définies pŕećedemment, puis en intégrant temporellement entre l’origine des tempst0 et tF
l’instant de ŕesolution,

1
2
φ(x′,tF) +

∫ tF

t0

dt
∫
∂Ω
αφ

∂Gt

∂n
d∂Ω =

∫ tF

t0

dt
∫
∂Ω
αGt

∂φ

∂n
d∂Ω +

∫
Ω
φ(t0)Gt(t0)dΩ (90)

La pŕesence d’une intégrale de volume liée aux conditions initiales fait perdre une partie de son
attrait à la ḿethode int́egrale. Toutefois, Le Niliot (1991) montre qu’il est possible de l’éliminer
dans les cas suivants : (1)état initial uniforme, (2)́etat initial solution d’un probl̀eme de conduction
stationnaire. Dans ces deux derniers cas, l’équation (90) relie les valeurs de la température et du
flux sur la frontìere par :

1
2
φ(x′,tF) +

∫ tF

t0

dt
∫
∂Ω
αφ

∂Gt

∂n
d∂Ω =

∫ tF

t0

dt
∫
∂Ω
αGt

∂φ

∂n
d∂Ω, ∀x ∈ δΩ (91)

5.2 Méthode deséléments de frontìere pour le champ de temṕerature instation-
naire

La méthode deśeléments de frontière repose sur l’utilisation de la formulation intégrale (91),
puis sa discŕetisation dans l’espace et le temps. Pour l’équation de diffusion, en plus de l’intégration
spatiale, il faut s’int́eresser̀a l’intégration temporelle. En s’inspirant de la méthode de collocation
déjà utilisée pour l’́equation de Laplace, on divise l’intervalle de temps[t0,tF] enF sous-intervalles
[tf−1,tf ], (f = 1, . . . ,F).

Le choix de la discŕetisation temporelle donne lieuà de nombreuses variantes. Le Niliot (1991)
choisit de faire varier lińeairement la temṕerature sur un pas de temps. Cette interpolation par un
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polynôme d’ordre 1 suppose un plus grand effort de calcul par rapport au schéma d’ordre 0 que
Lagier (1996) a retenu dans un souci de simplicité : sur chacun des intervalles de temps, il suppose
que les grandeursφ et∂φ/∂n sont constantes et uniformes sur chaqueélément et́egales̀aφ(tf ) et
∂φ/∂n(tf ) respectivement.

La pŕesence d’une intégrale de volume liée aux conditions initiales dans l’équation int́egrale
instationnaire (90) am̀ene Le Niliot (1991)̀a consid́erer deux approches pour la résolution de cette
équation.

(i) Une premìere ḿethodeconsistèa prendre pour instant initial l’instantt0 , et cela, quel que
soit l’instant de ŕesolutiontF. L’int égrale de volume peut alors s’éliminer dans les cas décrits au
paragraphe préćedent, et il ne reste plus que des intégrales de surfacèa calculer.

1
2
φ(xi ,tF) +

F∑
f =1

∑
j

φ(xj ,tf )

(∫ tf

tf−1

dt
∫
∂Ωj

α
∂Gt

∂n
d∂Ωj

)
=

F∑
f =1

∑
j

∂φ

∂n
(xj ,tf )

(∫ tf

tf−1

dt
∫
∂Ωj

αGt d∂Ωj

)
+
∫

Ω
φ(t0)Gt(t0) dΩ (92)

Soit encore, en adoptant les notations,

φ(xi ,tf ) = φi,f (93)

∂φ

∂n
(xi ,tf ) = qi,f (94)

il vient,

1
2
φi,F +

F∑
f =1

∑
j

Hij ,Ffφj,f =
F∑

f =1

∑
j

Gij ,Ff qj,f +
∫

Ω
φ(t0)Gt(t0)dΩ (95)

où Hij ,Ff etGij ,Ff sont les coefficients d’influence définis par,

Hij ,Ff =

tf∫
tf−1

dt
∫
∂Ωj

(α
∂Gt(x,xi |t,tF)

∂n
)d(∂Ωj) (96)

Gij ,Ff =

tf∫
tf−1

dt
∫
∂Ωj

(αGt(x,xi |t,tF ))d(∂Ωj) (97)

On ŕesout alors unéequation int́egrale enφ et ∂φ/∂n à chaque instant de résolutiontF, les
valeurs deφ et ∂φ/∂n étant connues jusqu’à l’instanttF−1 . Le volume de calcul augmente donc
avec le nombre de pas de temps considéŕes.

(ii) La deuxìeme ḿethodeconsistèa prendre, comme instant initial, l’instant préćedant l’instant
de ŕesolution. A chaque instant, on obtient l’équation int́egrale suivante :

1
2
φ(xi ,tF) +

∑
j

(∫ tF

tF−1

dt
∫
∂Ωj

α
∂Gt

∂n
d∂Ωj

)
φ(xj ,tF) =

∑
j

 tF∫
tF−1

dt
∫
∂Ωj

αGtd∂Ωj

 ∂φ

∂n
(xj ,tF) +

∫
Ω
φ(tF−1)Gt(tF−1)dΩ (98)
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L’avantage de cette ḿethode ŕeside dans la diminution du nombre de coefficients d’influence
à calculer, mais en contrepartie, il faut calculer une intégrale de volumèa chaque pas de temps, ce
qui fait perdre une partie de l’attrait de la méthode deśeléments de frontière.

Le calcul pratique des coefficientsG et H n’est pas reproduit ici, par souci de compacité. Les
techniques utiliśees couramment sont des intégrations nuḿeriques par poids et points de Gauss
(Le Niliot, 1991). Il faut encore noter qu’en géoḿetrie bidimensionnelle, il existe des expressions
analytiques de ces coefficients. En 2D, Lagier (1996) en fournit l’expression analytique et montre
que les changements de variables utilisés pour l’́equation de Laplace (Hess & Smith, 1967) sont
également utiles pour réduireà une seule les intégrations nuḿeriques en 3D (Lagier, 1999).

5.3 Mise en oeuvre pratique

A l’instant de ŕesolutiontF, l’ équation int́egrale discŕetiśee (95) s’́ecrit,(
1
2
I+HFF

)
· φF +

F−1∑
f =1

HFf · φf = GFF · qF +
F−1∑
f =1

GFf · qf (99)

où I est la matrice identité,HFf etGFf sont les matrices des coefficients d’influenceGij ,Ff etHij ,Ff ,
etφf et qf sont les vecteurs forḿes par les valeurs discrètes de la transforḿee de Kirchhoff et de
sa d́erivée normalèa l’instanttF.

La résolution du système lińeaire associé à (99) est grandement facilitée lorsque l’on constate
que d̀es que le pas de temps est constant, on a l’égalit́e suivante, pour toutn> 1,

Gij ,(F+n)(f +n) = Gij ,Ff . (100)

Cette propríet́e ŕesulte simplement de la dépendance en temps de la fonction de Green (88) par
l’intermédiaire deτ = tF − t seulement. Cettéegalit́e implique qu’̀a chaque instant de résolution,
la plupart des coefficients de l’équation (99) ont d́ejà ét́e calcuĺes aux instants préćedents. En effet,
à l’instant de ŕesolution t1, (99) devient :(

1
2
I+H11

)
· φ1+ = G11 · q1. (101)

On a une première śerie de coefficients d’influencèa calculer, les matricesG11 etH11 corres-
pondant̀a l’intervalle de temps [t0,t1]. A l’instant de ŕesolution suivant, (99) s’écrit :(

1
2
I+H22

)
· φ2 +H12 · φ1 = G22 · q2 +G12 · q1. (102)

Nous avons alors deux séries de coefficients̀a calculer, correspondant respectivement aux pas
de temps [t0,t1] et [t1,t2]. L’ égalit́e (100) traduit simplement le fait qu’à l’instant de ŕesolutiont2,
les coefficients relatifs au pas de temps [t1, t2] sont égaux aux coefficients calculésà l’instant de
résolutiont1 et relatifs au pas de temps [t0, t1]. Matriciellement, (97) s’́ecrit,

G11 = G22 (103)

A chaque instant de résolution, il ne reste qu’une seule matrice de coefficientsà calculer, et donc
pourn instants de ŕesolution, il n’y aura quen matricesà calculer au lieu den(n + 1)/2 lorsque
les pas de temps sont quelconques. La figure 21 schématise les diff́erenteségalit́es relatives̀a
l’ équation 100.
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

1
2I+H11

H21
1
2I+H11

H31 H21
1
2I+H11

H41 H31 H21
1
2I+H11

· · · · · · · · · · · · 1
2I+H11

Hn1 H(n−1)1 H(n−2)1 · · · · · · 1
2I+H11


Figure 21 : Repŕesentation de la structure du système lińeaire (99) permettant d’évaluer le volume de calcul effectif en
fonction de l’instant de ŕesolution.

De plus, on peut remarquer que dans le cadre de la résolution du système lińeaire associé à
l’ équation int́egrale discŕetiśee (99), la matricèa inverser est toujours la m̂eme quelle que soit
l’instant de ŕesolution, seuls les seconds membres changent.

Prenons l’exemple d’un problème de Dirichlet òu la temṕerature est connue sur la frontière, le
syst̀eme lińeaireà ŕesoudrèa l’instanttF s’écrit,

GFF · qF = −
F−1∑
f =1

GFf · qf −
F−1∑
f =1

HFf · φf −
(

1
2
I+HFF

)
· φF (104)

oùGFF = G(F−1)(F−1) = . . . = G11 estla seule matricèa inverser.

C’est l̀a un ŕesultat tout̀a fait int́eressant puisqu’en terme de résolution de système lińeaire,
l’effort nécessaire pour ŕesoudre tout le problème instationnaire est identiqueà celui ńecessairèa
la résolution du probl̀eme stationnaire.Pour ce qui est du calcul des coefficients, l’effortà fournirà
chaque pas de temps est identiqueà celui d’un probl̀eme stationnaire. La résolution des problèmes
inverse est basée sur la formulation directe (95) et l’introduction de la notion de pas de ”temps
futurs”. La ŕegularisation du problème est effectúee par d́ecomposition en valeurs singulières. La
mise en oeuvre de cette technique et sa validation sur des expériences et pŕesent́ee par Lagieret al.
(2001) et est d́etaillée, notamment en 3D, par Lagier (1999).

6 Vers la prise en compte des non lińearités

L’application de la ḿethode deśeléments de frontière est par sa nature limitée aux probl̀emes
non linéaires. De tr̀es nombreuses tentatives d’extension aux problèmes non lińeaires ont́et́e pro-
pośees. Elles ne seront pas détaillées ici et sont tr̀es largement présent́ees par Novak & Neves
(1994), Partridgeet al. (1992) ou Ramachandran (1994).
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