UN
FECOUL

L)

o
EM

SNTS DIPHASIQU:

INTRODUCTION AUX

Les équations de bilan

des écoulements diphasiques

HERVE LEMONNIER

DM2S/STMF /LIEFT, CEA/Grenoble, 38054 Grenoble Cedex 9
Tél. 04 38 78 45 40, herve.lemonnier@cea.fr

Phelma 2012-2013

_
<SS



ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DE LA MECANIQUE
DES MILIEUX CONTINUS

1. Principes fondamentaux (4+1)
e La regle de Leibniz et le théoreme de Gauss.

e Volumes matériels et arbitraires.

2. Equations de bilan locales et instantanées monophasiques. Le probleme de
fermeture (I).

e Volume fixe avec une interface (surface de discontinuité).

3. Equations de bilan locales et instantanées de chaque phase et a l'interface.
e Moyenne sur la section : les modeles 1D.
e Moyenne temporelle : CMFD, modeles 3D (a la Reynolds).

e Moyennes composites T/E : le modele a deux fluides.

4. Le probleme de fermeture (II).
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OUTILS MATHEMATIQUES

e Vitesse de déplacement d’une surface S :

A (81\4)
vs = \ar

e Dépend du paramétrage.

e Equation implicite : f(x,y,z2,t) <0, dans V,

f(:E?ya Zat—|— At) — f(x07y07207t)

8 0
f(x,y,z,t+At)=0 _|_Vf(MO) . AM + _fAt -+ ...
f(x,y,z,t)=0 at

e Vitesse de déplacement géométrique

(intrinseque) :
of
_ o AM ot
VSR = A A TV
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REGLE DE LEIBNIZ

e Extension de la regle de dérivation sous le

signe somine :

d of

Al de:/ Tav + fvg.ndsS
dt Jyv (1 vt Ot S(t)

e Théoreme géométrique, S quelconque.
: L L
e n, toujours dirigé vers 'extérieur.

e Usage 1 : commutation intégration

espace-dérivation en temps,

e Usage 2 : énoncé des principes sur un volume

matériel ou quelconque.
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THEOREME DE GAUSS

e Divergence : flux par unité de volume :

e—0 c

V.Bélimi/n.BdS
S

n e Théoreme de la divergence,
Gauss-Otstrodradski (Green) :
V.BdV = / n.BdS
\V V(1) S(t)

e Théoreme géométrique, S et V' quelconques,
n et V du méme coté. n, pointant vers

extérieur. B tenseur quelconque.

e Usage : certaines intégrales de volume <
intégrales de surface.
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VOLUMES MATERIELS ET VOLUMES ARBITRAIRES

e Un volume matériel en MMC est un systeme fermé pour la thermodynamique.

e Soit V,,(t), limité par S,,(t), un volume matériel, vg .n = v .n, par définition.

e Soit V() arbit

d
— de:/ a—de—lr/ fv.ndS
dt Jv,, @) V(1) O Som (1)

raire qui coincide avec V,,,(t) a l'instant ¢.

d of
Al de:/ T av + fvg.ndS
dt Jyv (1) vt Ot S(t)

e Identité (1) : quelque soit V' (t) qui coincide avec V,,(t) a t,

d

d

= fdV = = fav + f(v—vs).ndS

Vi (1) dt Jy ) S(t)
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EXEMPLE : LE BILAN DE MASSE

Enoncé du principe : la masse d’un volume matériel est constante.

d
— pdV =0

Identité (1) avec f = p,

d

— pdV +/ p(v—-—vg).ndS =0
dt Jy S(t)

\ . 4
"~

Masse de V, m Flux net quittant S, M

Autre énoncé : la variation de la masse, m, de V' (quelconque) égale le flux entrant,
—M.

dm dm
dt * T dt

Les principes fondamentaux s’expriment sur des volumes matériels ou arbitraires.

=M

Ces énoncés sont équivalents.
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LE BILAN DE MASSE

e La variation de la masse du volume V égale le débit masse entrant par sa
surface S (VV)

d

— pdV:—/p(v—VS).ndS. (2)
dt Jy g

e Cas particuliers,
— Le volume est fixe, vg . n = 0,

— Pour un volume matériel, v .n =v.n
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BILAN (DE MASSE) DES ESPECES

La variation de la masse du composant « contenue dans V (quelconque)

égale (i) le débit masse de o entrant a travers S et (ii) la production dans
le volume V' (V

V)
d
—/padV:—/pa(va—VS).ndS—l—/radV
dt Jy S v

Le bilan de masse du mélange est la somme sur « des bilans des especes.

Zra = 0.

(0

Production : redistribution, pas de création de masse nette.
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BILAN DE QUANTITE DE MOUVEMENT

La variation de la quantité de mouvement de V (quelconque) égale (i) le

débit de qdm entrant a travers la surface S et (ii) les forces appliquées

(V).

d
—/deV:—/pV(V—VS).ndS—I—/n.TdS—i—/png (3)
dt Jy s s v

T : Tenseur des contraintes, Fg =n.T.
g : Forces de volume, par unité de masse.

NB : le bilan de qdm est une équation vectorielle.
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BILAN DU MOMENT DE QUANTITE DE MVT

e La variation du moment de la qdm de V (quelconque) égale (i) le débit de moment de

qdm entrant a travers S et (ii) couples appliqués (VV).

d
—/prxvdV:—/prxv(v—vs).ndS—l—/rx(n.T)dS—I—/rngdV (4)
dt Jy s s v

e Lorsque les couples appliqués sont les moments des forces appliquées (fluides non po-

laires). Si 2 propositions sont vraies, la troisieme aussi,
— Le tenseur des contraintes est symétrique.
— Le bilan de quantité de mouvement est vérifié.

— Le bilan du moment de la quantité de mouvement est vérifié.
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BILAN D’ENERGIE (TOTALE)

e Enoncé du premier principe. La variation de I’énergie interne d’un systeme fermé
égale (i) la puissance des efforts appliqués et (ii) la puissance thermique fournie au

systeme.

e La variation de I’énergie totale (interne et mécanique) de V' (quelconque) égale la
somme (i) de débit d’énergie totale entrant a travers sa surface, (ii) la puissance des

efforts appliqués, (iii) la puissance thermique apportée (VV').

d 1 1
= Vp(u+§V2) dV:—/Sp(u—l—?/Q) (v—vg).ndS

—I—/(n.T).VdS—|—/,0g.VdV—/q.ndS—F/q”’dV

s % s %
(5)

e ¢"": sources volumiques de chaleur (effet Joule, absorption rayonnement, etc.).

Exclure : celles d’origine thermodynamique, chaleur de réaction, transition de phase
de tout ordre (EOS)...

e [.’évolution est réversible ou irréversible.
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SECOND PRINCIPE ET BILAN D’ENTROPIE

e Enoncé du second principe : la variation d’entropie d’un systeme fermé et isolé

ne peut que croitre.

e La variation d’entropie du volume V égale la somme (i) du débit d’entropie entrant
a travers sa surface, (ii) de 'entropie apportée au systeme de maniere réversible,

(iii) des sources d’entropie. (VV).

1
_/pst——/ps(v—vs).ndS—/n.deS—l— q?dV—l—/adV, (6)
1%

S Vv
o> 0.

e Dans ce cadre, le second principe est ”seulement”, o > 0.

e Par définition, évolution réversible, o = 0.
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EQUATION DE BILAN GENERALISEE

Les équations de bilan ont une forme analogue,

$ [ poav =~ [(nepv—voppas— [ nojoas+ [ v

Bilan 0 ju Do
Masse 1
Especes « Wey Jo r.
Q. de mouvement Y —T 0g
Momement QDM | rxv  —T.R® r X pg
Energie totale u+3v: q-T.v pg.v+g"”
Entropie S is _— q;'

(*)Ra R'Ilj — €i5kTk

Equations de bilan des écoulements diphasiques 13/41



EQUATIONS LOCALES PRIMAIRES

Regle de Leibniz,

/%dvz_/n.pvwdS—/n.j¢ds+/ pudV.

Théoreme de Gauss, VV C Dy,

/ [%ﬂ+v.(pv¢)+v.j¢—¢¢] dV =0
% t

Equations de bilan locale et instantanées, dites primasres,

0 .
WY~ V. (pvi) V. +oy
N VT 7N e B

Convection Diffusion Source

Bilan sur un volume fixe infinitesimal, strictement équivalent aux principes

fondamentaux.
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FLUX TOTAL

Forme dite des flux totaux (Bird et al. , 2007), écoulements stationnaires.

NB: Certains auteurs utilisent des conventions de signe différentes pour les flux

E)g;;b = —V.jy +dy
Bilan flux total flux convectif flux diffusif
i pv Ju
Mass n= Y%

Species n, — PWa 'V Ja
Momentum O = pPVV —T
Total energy e = pv (u+3v*)  q-T.v

Entropy ji = psv js

diffusifs : ”peéeche aux équations” interdite...

&0
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FORME CONVECTIVE

Combinaison avec le bilan de masse,

dp

o —V. (pv)

Développer les produits,

0 .
8Lt¢ =—V.(pvy)) = V.jy + oy
oY .
Par w ==V (pv) = pv. Vi = V. jy + oy
Définition de la dérivée convective:
Df df
Dt o VY
D :
Por = =V Jy + Oy

Bilan sur un volume matériel infinitésimal. Seulement les flux diffusifs. Utile

pour les équations secondaires.
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ORGANIGRAMME DES EQS DE LA MECANIQUE DES
MILIEUX CONTINUS

Pour un fluide pur, volume de controle arbitraire,
e Bilan de masse (2)
e Bilan de quantité de mouvement (3)
e Bilan du moment de la qdm (4)
e Bilan d’énergie totale (5)
e Inégalité entropique (6)

Equations de bilan locales et instantanées primaires,

2)— Bilan de masse (7)

(2)

(3)— Bilan de quantité de mouvement (8)
(4)— Symétrie du tenseur des contraintes
(5)— Bilan d’énergie totale (9)

(7)— Inégalité entropique (10)
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EQUATIONS LOCALES INSTANTANEES PRIMAIRES

e Rappel de la forme générale :

9,
P 9 (o) + ¥y — by = 0

e 1), quantité transportée, j,, flux diffusif, ¢, sources volumiques.

Bilan 0 ju Do
Masse (7) 1
Esp. « Wy, ja o
Q. de mouvement (8) ' —T g
Energie totale (9) ut v q-T.v pg.v+q”
Entropie (10) s is o+ q;/
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EQUATIONS DE LA MMC (SUITE)

Equations de bilans dites secondaires, pour un fluide pur,
e Bilan d’énergie mécanique, (11) .v bilan de qdm.
e Bilan d’énergie interne (12), bilan d’énergie totale (9)-(11).
e Bilan d’enthalpie (13). (12), h = u+p/p
e Bilan d’entropie (14), (11), du = T'ds — pdv (Gibbs).

e (14) comparé avec l'inégalité entropique (9), fournit j; and o.
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LE PROBLEME DE FERMETURE (1)

e Dans équations de bilan,
— Variables locales, v, v, p, u, etc.
— Flux inconnus, j,, T, q, js- NB: T = —pl +V
— Sources inconnues, 7, 0.
e Les principes fondamentaux ne fournissent aucune expression pour ces flux.
Les équations de la MMC ne sont pas fermées.
e Une interprétation du second principe,
— Fournit les sources d’entropie. Pour un fluide pur, 7o = q. VI +V : Vv.
— Fournit les conditions d’équilibre thermodynamique, o = 0,

— Contraint les fermetures pour assurer le retour a 1’équilibre. Hypothese de
linéarité, propriétés de transport,

2
T = ,LL(VV + VV) —+ (C T §,u)V . VH? q= _K’VT7 I, Ca R > 0

— les propriétés de transport doivent étre mesurées ou modélisées en dehors de
la MMC.
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EQUATIONS DE BILAN DIPHASIQUES

e Exemple : bilan de masse, V =V, UV, A =AU A,
fixes. Interfaces : zones de discontinuité.

d
— pdV:—/pV.ndS, vV
dt Jv A

e Contributions Vj et Vs, pour V; :

d

d
o dV + — dV = — .ndS — .ndS
1 le —|—dt VQp /Alpvn /Avan

e Regle de Leibniz, Vi (t) mobile :

d dp1

— dV = —dV .n;dA
dt /- P1 v ot —l—/Ai(t),(nVAz n;

e Théoreme de Gauss :

/ le.nldS:/ V.(plvl) dV—/ plvl.ndA
Al Vl Az

e Meéme procédure pour V5, somme des deux contributions,
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BILAN DE MASSE DIPHASIQUE

Somme des contributions, VV,

i/v (%"‘v'(kak)) dV—/Ai (p1(vi — v;i) + pa(ve — v;))dA =0

Bilan de masse local, k = 1,2, en tous points de V, (EDP),

9
%—FV.(pkvk):O

En tous points de l'interface, relation de saut,

pl(vl — Vz') . H£+€2(V2 — Vi) « Il = 0

A& 7
TV TV

ml m2

Bilan de masse de l'interface, mi = pr (Vi — v;) « ng.
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FORME GENERALE DES BILANS

Méme démonstration pour tous les bilans, VV

Z /V (5%%

 (oevi) + Vs (o) — qsk) av

/ Z MY + N« jyr + @) dA =0

2kl

En tous points de chaque phase,

Opr i
ot

+ V. (prtrve) + Vi (Gur)

En tous points de 'interface,

i

— ¢ =0

2
> (Mt + ng <y + ¢i) =0
k=1

source d’entropie a l'interface.
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BILANS LOCAUX INSTANTANES

e Bilan de masse,

,01(V1 — Vz') « 1 +p2(V2 — Vz') « 119 = 0

my + mg =0
e Pas de changement de phase : m; =0
mip =meo =0
e On admet : pas de glissement a l'interface (¢; = 0)
(vi—v;).n; =0, (voa—v;).ng=0

<V1—V2>.n1:O=>V1:V2
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BILANS AUX INTERFACES

e Bilan de quantité de mouvement,
Mi1Vy+Moveg — N1+ 171 —Noalo =0
e Cas particulier, pas de viscosité, T = —pl+V, v =v! +v", v" = n(v.n),

(vl —v3) + (p1 —p2)n1 =0

e Cas général,

mi(vi —ve)+ (p1 —p2)n; — (V1 —V3).n; =0
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BILANS AUX INTERFACES

Cas particulier : 1D, vi(x) L interface

1 ml(Vl—VQ).H1+(p1—p2)—n1.(V1—Vg)-nl:0

1D incompressible, %f =0=V, =0,

my(vi —va).ng + (p1 —p2) =0
Bilan de masse, définition : my = pr(vy — Vi) - g,

, 1 1
mi\ — — — :(Vl—Vg).l’ll
P1 P2

A Tinterface, saut de pression, force de recul,

P1L— P2 .9
mj.
P1P2

P1 — P2 =

pP1 — P2 X p1 — p2 pour my <> 0.

Equations de bilan des écoulements diphasiques
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PRISE EN COMPTE DE LA TENSION DE SURFACE

n, e Bilan de quantité de mouvement. Forces :

:/ ONdl—l—/ nk.deS—l-/ prF dV.
C(t) A1UA5 ViuVs

e Théoreme de Gauss Aris (1962), Delhaye (1974) :

/ oNdl = / (Vgo —noVs.n)dS
C(t) Ai(t)

e Vs : gradient de surface, Vg . : divergence de surface. Bilan de quantité

de mouvement a l'interface :
M1Vy +MoVe — N1+ 11 —No. 1o = —Vgo+noVg.n
e Vg0 : effet Marangoni, noVg . n: surpression capillaire, loi de Laplace.
noVg.n =2Hn

e H : courbure moyenne de la surface.
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CAS PARTICULIER 2D PLAN

Bilan de quantité de mouvement l'interface

do o
) ) - (] T - (] T I - — O
miVvi + MoVo n; 1 1o 9 + d T Rn
Exemple fluide non visqueux
do o
_ e h=0
ni(p1 — p2) + a7 Rn
: o
Loi de Laplace, 1 : (p1 —p2) = e
d
Incohérence, // : pur =0 = d—i =0
Effet Marangoni, fluides visqueux,
do

a(T), o(c).
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28/41



BILANS AUX INTERFACES

Bilan d’énergie totale :

2 2

. 1 , 1
my (U1 + —U%) +1o (UQ + —’U%) +q1.n;+q2.n2—1n71.T1.vi —n3.Tousvy =0

Bilan d’énergie totale (enthalpie),
— Le changement de phase est 'effet dominant

— La variation d’énergie cinétique peut étre négligée

— L’effet du saut de pression et des contraintes visqueuses peut étre

négligé,
mih1 + moha +q1 .01 +q2.02 =0
Equations secondaires (Delhaye, 1974).

Condition d’équilibre thermodynamique de l'interface :

vi=vh, T\ =T ¢g1—gs= —mj p p
2 1

27 \ps Pl
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PROBLEMES RESOLUS PAR LES EQUATIONS LOCALES

e Bilan globaux, principes fondamentaux
— Equations locales phasiques

— Relations de saut aux interfaces

e Problemes simple
— Ecoulement d’un film liquide

— Croissance d’une bulle (ébullition nuclée, cavitation etc.)

e Problemes diphasiques en général,
— Interfaces multiples, déséquilibres

— Fluctuations, intermittence, évolution des grandeurs moyennes.

= Equations locales moyennées en espace (sur la section) thermohydraulique
1D

= Equations locales moyennées en temps (codes 3D)

= Equations locales moyennées en espace (sur la section) et en temps, codes

systeme

Equations de bilan des écoulements diphasiques 30/41



EQUATIONS MOYENNEES SUR LA SECTION

e Rappel moyenne sur la section

1
< fi >o2= 1 JrdA
kJA,
e Bilan pour les valeurs moyennes ? Bilan local intégré
n, ﬂ sur A;. Exemple, bilan de masse,
A
< apk
nkC - v ] — O
e Intégration sur la section,
dpx, .
— dA + V.(pgvi) dA=0
A, Ot Ay
. e Théoremes de commutation, Leibniz et Gauss
N ° k (formes limites)
0 0
— dA—i—~-—|——/ wrdA+--- =0
at/Ak,Ok 9 AkPk k
Akggk>2 Ak<;1:wk>2
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OUTILS MATHEMATIQUES

e Forme limite de la regle de Leibniz,

9 O f, di

— dA:/ ——dA + V; .1
ot Ap fk Ay 0 Ch fk knk.nkc

e ﬂ e Forme limite du théoréme de Gauss,

N dl
A, 0z Ja, Co ng . Ngc

e Identité utile (1), B =n,

0Ag / di
—— =— [ ng.n,
0z Ch Nng . NgC

) p “ o Identité utile (2), B = pI

dl
VpdA = g/ pn,dA +/ pny
Ay 82 Ay O Nng « N
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BILAN SUR LA SECTION

Intégration sur la section,

0
/ﬁdA+/ V.(pgvy) dA=0
4, Ot Ay

Théoreme de Gauss et regle de Leibniz,

0 0 . dl
—Ar < pr >2 +—Ap < prwg >o=— [ 1y,
ot 0z Ch Ng . NgC

Production de la phase k par unité de longueur de conduite (ho-

mogénéisation)

: dl
'y = — my,
Cy Nng « N

Pas de changement de phase : mp =0= 1}, =0
De plus, bilan interface, m; +mo =0=1714+19 =0

le bilan de masse 1D n’est pas fermé
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FORME GENERALE

e Forme générale des bilans,

O O 0 i
— A < ppbr >o A < Ny ppVEE >0 +—Ar <Ny jyr >o — Ak < Ok >o
ot 0z 0z

. : dl : dl
= — | (mgtr + ng ) — | Dy
C; ng . NipC Ch ng . NpC

e Contour : C; UC}, (), périmetre de la paroi mouillée par la phase k£, C; interface.

G

n, n. C.
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BILAN DE QUANTITE DE MOUVEMENT

e Note sur le bilan de quantité de mouvement, équation vectorielle,

0 0 0
(,%Ak; < PRV >2 o A < prwpVvE >2 _8_Ak: <n..Ty > —Ap < pp8r >2
. dl dl
:—/ (mkvk—nk.Tk) —I—/ ng .« Lg
C, Ny . Ngo o Ny - Do

e Projection sur n,, wy = v . n,, décomposition tenseur des contraintes,

0

0
atAk < PrWE >9 +—— Ak < Pk >2 ——Ak <1n,.Vig.n, >o

A < pkwk >o +—— 92

0z 0z

dl dl

—ApL < PG, >2= —/ (mkwk —Ng . Lg nz) —I—/ Ng.lp.Nn,
c, ng.ngc  Jo, Ng « NgC

e Identité (1), < pr >2= pc

dl dl 0AL
— Pk « N, = —PpcC Ng.n, =< Pk >2 —(7—
CLUC; Nk« NgC CLUC; ng . Nic 0z

e Autres choix possibles, exces de pression, p;, pc =< pr >2 +p; - -
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BILAN DE QUANTITE DE MOUVEMENT

Bilan de quantité de mouvement, pressions égales,

0 0 0 0
— A < >0 +—Ap < 2 >0 4 A — < pp >0 ——Ap <n,.V..n, >
o7 1k PrWE >2 +8z < PpWy >2 + k5 Dk >2 5,k k 2
. dl dl
— A < prpg, >o= — (mkwk — N« Vi . nz) + ng.Vi.n,
C; Ng.Ngc  Jgo, Ng « NgC

Transferts transverses dominants, écoulements quasi établis,

0 0 ow
@Ak <N,.Vip.n, >9 X Ep (Vta) — 0

Donner un exemple ou ce terme ne peut étre négligé.

Fermetures nécessaires: interactions a l'interface et a la paroi (frotte-

ment pariétal).

Equations de bilan des écoulements diphasiques 36/41



EQUATIONS MOYENNEES EN TEMPS

T
L1 e Rappel moyenne temporelle conditionnée par Xy,
S| ' :
i+ T | : _X 1 X, frdt X
N VLAl i =7 e = ST XA Xifi
= T : k Jm) Jp Xndt Xy,
l i - i
| i i e Moyenne temporelle,
= i S oy
A t t t l —
T2 R f== /T fdt

| T
e Equation aux valeurs moyennes : ex. bilan de masse, intégré sur [T}],

9
/ ﬁdt—F V. (,Ok;Vk) dt =0
T, Ot T4 ]

e Théoremes de commutation, formes limites, Leibniz et Gauss

s,
8_/ prdt+---+ V. ppvidt 4+ =0
tmg JIm) )

Twprx Tk PEVE-
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OUTILS MATHEMATIQUES

Forme limite de la regle de Leibniz (dérivation sous le signe somme),

—dt = dt —
/ ot ot fk Z fk |VZ nk\
(7] [T disc.€[T N —
+1
Forme limite du théoreme de Gauss
. B
/ V.B.dt=V. Bydt + Y ok
[T [T . Vi« 1|

Bilan de masse moyenné, source interfaciale homogénéisée (source volumique),

OaLprs 1
katk + V. (OékkakX) = —T Z

disc.€[T]

My

Vi« D

Bilan généralisé moyenné, point de départ de la décomposition de Reynolds

X
0o, prr

ot

—X

-¥Vﬁ(akPka¢kX>-%V7(G%kax) aRQr = —=—

Equations de bilan des écoulements diphasiques

1
T

2.

disc.€[T]

MEYr + Ny« Jok

‘VZ' .nk|

38/41



MOYENNES COMPOSITES

Exemple du bilan de masse,espace, puis temps

0 0
— AL < > — AL < >0 = —
By E < Pk 2+8z k< PrWE >2 o

Temps puis espace

9
ot

0 1
A anpr” F 2 + 5, A% PR F o = —AL T

dl

oy
Nng « N

disc.€[T]

mp,
Z |V7;.I1 :‘>2

Membre de gauche identiques, commutation des opérateurs de moyenne

Commutativité des termes d’interaction,

Aire interfaciale volumique,

1 1
szz—

disc.€[T] |Vi ] nk‘

Fermeture des termes d’interaction : flux moyen-aire interfaciale,

1 My, Mk 1
f Z B T Z ‘Vz' .

T] |Vi.nk‘ - g

disc.€] disc.€[T]
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POUR EN SAVOIR PLUS

e Les équations de bilan en écoulement monophasique (Bird et al. , 2007).

Un livre de rétérence, pas un formulaire....

e Les équations de bilan des écoulements diphasiques (Delhaye, 2008).
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